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LA EMISION DE RADIACION POR CARGAS ACELERADAS: 
UN MODELO IMPULSIVO 


F. GONZALEZ GASCON 


Instituto de Estructura de la Materia del CSIC c/Serrano 119. MADRID 6. España. 


RESUMEN 


Se precisan los límites de validez de las ecuaciones de Lienard-Wiechert (L.W.) de cuya aplicación indiscri- 
minada surgen las dificultades de la ecuación de Lorentz-Dirac (L.D.) Se considera al electrón como un cohe - 
te relativista cuya masa disminuye al ser acelerado. Las nuevas ecuaciones solo son válidas para cargas débilmente 
aceleradas. A lo largo del trabajo se sugieren ideas para ampliar el rango de validez de las ecuaciones de L.W., 
condición previa indispensable a la hora de ampliar el rango de validez de las ecuaciones aquí propuestas. Se po- 
ne también de manifiesto la independencia conceptual de los problemas de la radiación Larmor y de la 
autofuerza. 


INTRODUCCION 


La emisión de radiación por cargas aceleradas ha sido, a lo largo del siglo XX, un tema de 
gran interés. En particular la Mecánica Cuántica nace históricamente con la imposibilidad de con- 
cebir átomos aislados estables cuyos electrones irradien energía electromagnética (e.m.) al 
ritmo dado por la expresión no relativista de Larmor (*), 


SA (1) 


en donde a es la aceleración del electrón móvil. | 
Aunque tanto la Mecánica Cuántica como la electrodinámica estocástica (?) han modificado 
hoy día nuestra concepción de la materia atómica estable, son aún muy discutidas las consecuen- 


cias clásicas del efecto de la radiación sobre la fuente emisora de la misma. Tal es el caso de la 
ecuación de L. D. (?) 


9 


de es, DA 1 
9 a o E A 
a o a) (2) 


que debe su origen a la necesidad de describir cuantitativamente el efecto retroactivo de la radia- 
ción Larmor sobre la ecuación de movimiento de la carga emisora. 
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A pesar de la sencillez de la ecuación (2) y del hecho de haberse obtenido por diversos 
procedimientos (*), la discusión y desacuerdo con respecto a su validez continuan atrayendo 
la atención de los físicos. La causa de ello son las notables dificultades de orden físico y mate- 
mático a que conduce su aceptación: violación de microcausalidad, runaways, inestabilidad de la 
trayectoria electrónica frente a perturbaciones, violación de la conservación de la energía. . (***). 

Nos proponemos aquí (Sección II) realizar una clara delimitación física de los límites de 
aplicabilidad asociados a la ecuación (2) así como a las ecuaciones microscópicas de Maxwell o 
L.W. Siempre dentro de éstos límites, es posible eliminar automáticamente gran parte de las 
dificultades asociadas con la ec. (2) sin más que conferir a las cargas elementales una estructura 
de tipo cohete (Sección III). En la Secc. 1.se analizan las ventajas físicas, inconvenientes y puntos 
comunes de tres grandes vías usadas en la deducción de (2). En las Secc. IV y V se discuten algunas 
consecuencias de las nuevas ecuaciones propuestas y se sugieren algunas ideas para ampliar su 
campo de aplicabilidad. 


I— METODOS DE OBTENCION Y DIFICULTADES A QUE CONDUCE 
LA ECUACION DE LORENTZ-DIRAC 


En tres grandes grupos pueden clasificarse los procedimientos que han conducido a la ecua- 
ción (2), poseyendo cada uno de ellos ventajas e inconvenientes de tipo físico y matemático. 


I.1. El primer grupo abarca las teorías que precisan suponer una estructura macroscópica más o 
menos rígida para el electrón (?) y asumen la validez universal (dentro de la estructura macros - 
cópica) de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz. Esto es, se suponen validas en el interior del elec- 
trón (”) las fórmulas: 


e 
o RES Re 
= e U/c 
IN LT a TES ea MOTO TITS 
R — yv R/c 6) 
pp = Lp. y 
c 


Sin más que situarse en el referencial instantáneo de reposo de la partícula cargada y desa- 
rrollando en serie de potencias de 1/c las magnitudes retardadas de las fórmulas de L.W., se llega 
a la siguiente expresión de la autofuerza ($), 


(AG 2) (2) au) m +1 E Ñ y : E 
ant 3 2 a ó Jroreor E oa dí * dy! (4) 


ac 


La expresión (4) es una serie sólo convergente cuando v < e y para pequeños valores de las 
aceleraciones (“%). Puesto que el segundo término de la serie (4) resulta ser independiente de la 
distribución f (F), a partir del mismo von Laue /*9) obtuvo la generalización relativista del mismo 
para un referencial inercial arbitrario. El result. de von Laue, 


d e» y a ani ilr a => 3Y = 
e LL Er G-Q+Z-0:Di+ 
Cc 


e? - 
ia 
E 


Ca 
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SY 
A 


V (y - a)? (5) 


no es otro que el obtenido sin más que escribir la parte espacial de la ecuación (2). 
Puntos débiles de esta primera forma de proceder son: 


l:1.a. La estabilidad del electrón obliga a introducir ad-hoc las fuerzas de Poincaré (**). 


1.1.b. Las estructuras más o menos rígidas (*) para el electrón y para f(T )carecen de toda base 
experimental. 


1.1.c. La validez de las ec. (3) de L.W. para los altísimos campos del interior del electrón es cues- 
tionable (?). 


1.1.d. Puesto que la masa física de una partícula se obtendría sumando a la masa puramente me- 
cánica, que aparece en la ley de Newton, el primer término de (4) —de valor infinito en el límite 
de radio nulo— tal proceder implicaría masas físicas muy diferentes para el proton y neutron (+?) 
así como para las masas del r* y mr frente al 7ro. Por otra parte, la fórmula clásica del radio elec- 
tromagnético predice un radio del electrón 1800 veces mayor que el radio del proton. Todos éstos 
puntos son, físicamente, poco satisfactorios. 


[.1.e. La obtención de (2) en éste primer grupo de teorías tan sólo utiliza el comportamiento del 
campo e.m. a pequeñas distancias de la fuente emisora, mientras que la radiación Larmor (1) 
está relacionada con el comportamiento del campo e.m. a grandes distancias de la fuente. Así 
pues, si el campo electromagnético se comportase de una forma no radiativa (para lo que bastaría 
un decrecimiento de los potenciales del mismo más rápido que 1/r, como por ejemplo exp 
E u 1/1) se obtendría para la autofuerza la misma expresión (4) con tal de que para r> 0 
se siguiese teniendo un comportamiento Coulombiano 1/r para los potenciales. En tal caso no 
existiría radiación y si autofuerza. Así pues, éste primer procedimiento descubre, en éste de- 
talle particular, la independencia de los conceptos de autofuerza y de radiación. Tal independencia 
será básica en el enfoque que daremos en la Sección III. Esta independencia se pondrá tam- 
bién de manifiesto en el punto 1.4.b. | 

Para concluir con la Sección 1.1. será útil recordar las advertencias de Schott (?) sobre las 
condiciones de convergencia del desarrollo (4). Así, Sommerfeld (+?) mostró que en el caso de 
bajas aceleraciones y velocidades próximas a ce el término principal de (4) es, entonces, proporcio- 
nal a la raíz cuadrada de la aceleración. Por tanto no es posible, en tal caso, englobar dicho primer 
término con la masa mecánica, como ocurre para v < c. Es notable que las condiciones físicas 
de validez de (4), dadas por Schott, son olvidadas por la mayor parte de los autores que se re- 
fieren a la ecuación de L.D. Como se verá en la Sección IH, la nueva ecuación que propondremos 
para sustituir a la ec. (2) poseerá límites de aplicabilidad bien precisos, aunque de origen físico 
diverso a las limitaciones de Schott sobre la convergencia de la ecuación (4). 


1.2, Puesto que los puntos I.1. a-e ponen de manifiesto una independencia entre los problemas 
físicos de la hipotética estructura e.m. de las partículas cargadas (**) y la radiación Larmor, no es 
de extrañar que algunos avíores (Landau, Jackson) hayan tratado de obtener la ec. (2) sin referirse 
a ninguna hipótesis estructural para el electrón (*?). Estos autores postulan que la potencia Lar- 
mor (1) debe originar una fuerza f cuya potencia debe ser idéntica a la dada por la ecuación 
(1). Sin más que realizar una trivial integración por partes obtienen para f el valor, 


0 


else cn (6) 


La generalización relativista de (6) se obtiene buscando una cuadrifuerza f* (f% - v, = 0) 
que se reduzca a (6) para bajas velocidades. 
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Los puntos débiles de éste proceder son los que siguen: 1.2.a. Matemáticamente la cuadri- 
fuerza f" no queda unívocamente definida sólo a partir de su expresión (6) a baja velocidad. 


[.2.b. La ecuación (6) se ha obtenido suponiendo que entre dos instantes t, y t, se tiene, 


0 h v E Aa 3 Va ? (7) 
lo que deja de cumplirse, por ejemplo, para las soluciones runaways de (2) en ausencia de campo 
externo (ver punto [.4.a.). 


1.2.c. La igualación de la potencia Larmor (1) y la potencia de la fuerza f de (6) es una igualdad 
global entre los tiempos t, y t¿ sobre los que se efectúa la integración, que no implica necesaria- 
mente la igualdad local de los integrandos. 


1.2.d. No es posible obtener una igualdad vectorial como la (6) a partir de una sola igualdad esca- 
lar cual es la igualdad de los valores de la potencia Larmor y la potencia de la fuerza f. 


1.2.e. La potencia Larmor medida al tiempo t procede de posiciones avanzadas del electron 
respecto a t. Por ello resulta más físico que la expresión de f obtenida por éste procedimiento 1.2. 
dependa de a(t — 7), en vez de depender de a(t). Con Y se indica la expresión d/c, siendo d una 
distancia característica, medida a partir de la fuente emisora, especificando el valor de las distan- 
cias a partir de las cuales el campo de radiación predomina sobre el coulombiano (* *). 


13. Dirac (+?) es el iniciador de un tercer tipo de teorías que conducen a (2). En estas se supone la 
validez universal de la electrodinámica a cualquier distancia de la carga puntua! emisora. Se utiliza 
un formalismo sustractivo del campo coulombiano (renormalización) de forma que la cuadrifuerza 
sobre el electron tiene el valor: 
1 y Y 
fe == > (El A FU.) Vo (S) 


adv, 


Aún cuando Dirac (+?) empleó, para llegar a (2), argumentos adicionales de simplicidad 
que posteriormente han podido ser eliminados (*”) son de resaltar los siguientes puntos débiles 
del procedimiento: 


1.3.a. Puesto que el electrón y la radiación no dejan jamás de interactuar, deben tenerse presentes 
las advertencias de Fock (*?) sobre la no aplicabilidad del principio de conservación del cuadrimo- 
mento, implicitamente usado en las teorías del tipo 1.3. Sólo entre los instantes anteriores y 
posteriores a la existencia de aceleración no nula es posible aplicar tai ley de conservación. Pero 
razonando de ésta forma asintótica o global no podría obtenerse una ecuación local de movimien- 
to, cual (2). 


1.3.b. El uso de la ecuación (8) y la universalidad de la electrodinámica hasta puntos infinitamen- 
te próximos a la posición del electrón son puntos poco físicos, y ad-hoc, de este método. 


14. Dificultades. 


Una vez analizadas las hipótesis físicas que subyacen a la ecuación (2), referimos brevemen- 
te sus dificultades más notables (*-**1?), 


1.4.a. Cuando F*” = 0, y en el límite de bajas velocidades, la ecuación (2) se convierte en, 
m¿+a=2e?/3c? a (9) 


Esta ecuación (9) es compatible con las soluciones á4 = Ó y con una solución runaway en que la 
aceleración crece exponencialmente con t. La 'aparición del runaway no es de extrañar puesto que 
el término principal de la fuerza de reacción en (2) tiende no a frenar, sino a acelerar aún más al 
electron (violación, pues, de la conservación de la energía (*”)). Esta dificultad puede también 
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- expresarse como un efecto avanzado, sin más que escribir (2) en la forma aproximada (20), 


al (7 —- 7) =K* (7) (10) 


donde 
Eo Ze ampc = 0l6x 10%? sz 


K* = Simp + o Fey, — 2e?/3mp + có (ana”) We 


La ecuación (10) muestra, de forma clara, el efecto (indeseable) del avance de la aceleración sobre 
la fuerza. 


1.4.b. Para los movimientos de partículas cargadas de aceleración relativista constante, la ec. (2) 
queda reducida a 


a (11) 


Según ésta última ecuación la partícula no experimentaría ningún tipo de fuerza, a pesar 
de estar emitiendo radiación (2%). Esta es, pués, una dificultad esencial de la ecuación (2) que, 
la igual que ya se explicó en 1.1.e, revela la independencia de la fuerza de reacción respecto a la 
potencia Larmor, puesto que según (11) la radizción no viene a afectar al movimiento de la 
fuente. En el esquema que se propondrá en la Secc. IM las importantísimas dificultades 1.4.a, 
1.4.b quedarán automáticamente eliminadas. 


!I. VALIDEZ DE LAS ECUACIONES DE L.W. PARA CARGAS SOMETIDAS A PEQUEÑAS 
ACELERACIONES 


Como se ha explicado en la Secc. I la validez universal de las ecuaciones microscópicas de 
Maxwell-Lorentz (y por tanto de las ecuac. de L.W.) es una hipótesis esencial para la obtención 
de la ec. (2). Es por ello que consideremos importante el discutir cuidadosamente las condiciones 
de validez de esta hipótesis. 

Lo Surdo (+*) ha hecho notar la abundancia de errores en parte de las deducciones de los 
potenciales retardados de L.W, (2*) a partir de las ecuaciones macroscópicas de Maxwell. Típica 
es la forma de proceder de Sommerfeld (??) que reobtuvo los resultados de Lienard y Wiechert 
mediante una continuación analítica en el plano complejo t, a partir de las ecuaciones de Maxwell 
para los potenciales, 


(12) 


donde [ * viene dada por 
Pe=p(1-PBy ve , 


representando PY la cuadricorriente originada por el movimiento de las cargas f, supuesto este 
movimiento perfectamente conocido de antemano. Puesto que la vía seguida por Sommerfeld 
aparece bastante difundida en la literatura, es de utilidad realizar las puntualizaciones que siguen, 
ya que poseen directa relación con la ecuación L. D. 
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11.1. El método de la continuación analítica (+?) sólo es, en rigor, aplicable cuando PY es una 
función bien definida del espacio tiempo. En el caso del electrón puntual, la repartición de carga 
es una distribución y entonces el método de la continuación analítica se sabe que conduce a 
resultados incorrectos, como lo muestran conocidos contra-ejemplos (??). Por otra parte, al 
extender al dominio distribucional las ecuaciones macroscópicas (12), considerando como válida 
cuadricorrientes de la forma, 


Cuy) =e far) > Sly xo) (13) 
las soluciones distribucionales de las ec. de Maxwell generalizadas no estarán definidas en conjun- 
tos de medida nula, por lo que no estará definida unívocamente la solución de (12) en la posición 
ocupada por el electrón móvil, por ser tal posición puntual un conjunto de medida nula. Debido a 
ello, la solución no definida de (12) y (13) en éstos conjuntos de medida nula se presta a todo 
tipo de manipulaciones (renormalizaciones) de dudoso significado físico. Estas ambigiedades en 
las soluciones distribucionales de las ec. (12) nos permiten siempre “escoger”, ad hoc, las solucio- 
nes de las mismas que conduzcan justamente a la ecuación (2). 


11.2. Desde el punto de vista físico la eliminación de los potenciales avanzados, realizada por Som- 
merfeld a base de suponer conocida 1? sólo para t < 0 carece de sentido. En efecto, no es posible 
resolver las ecuaciones (12) a menos que FP * sea perfectamente conocida para todo valor de 


t=0,. 


1.3. Los autores que deducen las ecuaciones de L.W. a partir de las expresiones macroscópicas de 
los potenciales dadas por (?*). 


o o | 
(14) 


Á J Veot 0 aX 

hipotizan, en la deducción de las ec. (3) a partir de las (14), una estructura e. m. para el electrón, 
- que recuerda los razonamientos citados en la Secc. I. 1. Este proceder es tan inevitable como in- 
deseable, puesto que el contexto propio de las ecuaciones (14) es el macroscópico (??). 


11.4. Las ecuaciones macroscópicas de Navier-Stokes (26 ) de la Mecánica de Fluidos dejan de 
poseer significado físico para fluídos turbulentos en que tengan lugar cambios apreciables de las 
magnitudes macroscópicas termodinámicas en tiempos del orden de magnitud del tiempo medio 
de colisión molecular, En tal caso sólo pueden considerarse como una grosera aproximación ob- 
tenida tomando los primeros momentos de la función de distribución f(F, v, t) que caracteriza 
más completamente a las moléculas de fluido (7). 

De manera idéntica, las ecuaciones de Maxwell y L.W. sólo son correctas desde el punto de 
vista macroscópico; esto es, mediadas en regiones suficientemente amplias del espacio tiempo (?*?). 
La distinción física entre ecuaciones macroscópicas y microscópicas comienza a hacerse camino 
en la literatura (?*28) aunque, para el caso de las ecuaciones de Maxwell, aún no se posee una 
ecuación microscópica que las generalize. En el caso de la Mecánica de Fluidos y las ecuaciones 
de Navier-Stoles el papel microscópico generalizador viene desempeñado por las ecuaciones de 
Boltzmann. 

Es por todo ello que cuando se apliquen las ecuaciones macroscópicas de Maxwell a cargas 
puntuales, es preciso insistir sobre los límites físicos de validez de las ecuaciones que se obtengan, 
de los que hablaremos más adelante. 
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II.5 La no equivalencia entre las ecuaciones macroscópicas de Maxwell, 


divE=P rotE=-—B 
eS O (15) 
divB=0 rotB= E+j 
y las soluciones de las ecuaciones de L.W. para una carga puntual (??) 
E= E fa 4 e/02 ”3R ; 
B=e RAE/R (16) 
R-v 
RR 
c 


resulta clara sin más que considerar éstas ecuaciones (15) y (16). En efecto, mientras que en la 
ecuación (15) el campo electromagnético es originado tan sólo por las densidades medias macros- 
cópicas f y j, las ecuaciones (16) contienen, entre otros, un término proporcional a Y que, para 
el caso de un conjunto termodinámico de electrones, originaría campos electromagnéticos depen- 
dientes de la aceleración media electrónica. Este efecto físico dependiente de la aceleración media 
electrónica viene descrito por la ec. (16) y no está contenido en la ecuación (15), por lo que am- 
bas ecuaciones en ninguna forma pueden suponerse equivalentes. De hecho las ecuaciones standard 
de Maxwell (15) sólo son válidas para plasmas clásicos en que los efectos de la radiación (que van 
como 1/r) puedan ser despreciados frente a los efectos estáticos o Coulombianos (que van como 
1/12). Tal ocurre, por ej., si Ves muy pequeña. La descripción matemática de un sistema en que 
las aceleraciones de las cargas no sean pequeñas exige, desde luego, una extensión de la ecuación 
de Boltzmann, considerando posibles funciones de distribución generalizadas f(t, Y, v, a). Una 
vez conseguida ésta generalización de la ec. de Boltzmann sería posible atacar el problema de gene- 
ralizar las ecuaciones (15). Esta generalización de las ec. (15) es bien diversa de la propuesta por 
Mie y otros (??) en que tan sólo se trata de extender las ec. (15) para altos campos e.m., como 
deben existir en las vecindades del centro del electrón. 


IL.6. Las soluciones macroscópicas retardadas de (12), 


A? = e ao. 53 a 
sólo son válidas (?%) cuando sea posible asegurar que para t < t, es T* =0, lo que jamás sucede 
para una carga eléctrica moviéndose a velocidad constante desde t = — oo, 


A la vista de cuanto se ha expuesto en ésta Secc. II no es de extrañar que algunos autores 
traten de obtener las fórmulas de L,W. de una forma que haga mínimas las referencias a los poten- 
ciales macroscópicos (17). Bajo este punto de vista no parece existir otro camino que el elegido 
por Landau (?*). Esto es, postular que en el sistema inercial que observa al electrón en reposo el 
potencial escalar creado por éste sea 1/r y además postular que el campo electromagnétito pro- 
veniente de éste potencial escalar se transforma según las leyes relativistas. Puede demostrarse 
rigurosamente (2?) que, para una carga en movimiento uniforme, tal proceder conduce exacta- 
mente a las ec.(?) de L.W. Para una carga en movimiento cualquiera la aplicación del método de 
Landau exigiría la consideración de una infinidad de referenciales poseyendo instantáneamente 
la velocidad de la carga móvil. Puesto que una situación de movimiento que difisra poco del mo- 
vimiento uniforme cabe considerarla como una pequeña perturbación de éste, es de esperar que 
las fórmulas de L.W. que se obtengan en éste caso de movimiento no uniforme, sean prácticamen- 
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te las mismas que las obtenidas para movimientos uniformes. Así, Sommerfeld (?**%) se refie- 
re al sistema formado por el electrón en movimiento rectilíneo y uniforme como a un sistema 
en estado estacionario, por el hecho de que desde el punto de vista de la energía que tal sistema 
intercambia con la superficie del infinito, el intercambio energético es nulo. Para movimientos no 
uniformes tal equilibrio de la radiación con la frontera del medio en que se mueve deja de existir. 
Es por ello que las situaciones de no radiación (puramente coulombianas) corresponden a los 
estados de equilibrio de la termodinámica de procesos reversibles. Siempre que el proceso de cam- 
bio de velocidad sea muy lento (aceleración prácticamente nula o lo que es lo mismo, campo cou- 
lombiano predominante sobre el de radiación) pueden considerarse correctas las ecuaciones de 
L.W., con todo rigor exactas para movimientos rigurosamente uniformes. Una partícula altamente 
acelerada representaría un proceso irreversible sobre cuyo campo electromagnético nada cuantita- 
tivo pueden afirmar las ec. de Lienard-Wiechert. 

Una vez aclarados estos puntos, no es difícil establecer cuantitativamente los límites de las 
ec. LW. Denotando con t, al tiempo de relajación (??) de los estados de no equilibrio radiativo 
(campos puramente coulombianos) la aplicabilidad de las ecuaciones de L.W. y de sus consecuen- 
cias, como lo es la ec. (16), sólo estaría justificada cuando en un intervalo de tiempo del orden 
de t. la partícula cargada, fuente del campo e.m., no haya variado apreciablemente su velocidad. 
Esto es, ha de verificarse, 


tt Y CO! 


< 1 (8 
10 pa 

El hecho físico de la existencia de un tiempo finito de relajación aparece también en la 
electrodinámica de la acción retardada (??*) en que se consideran expresiones no locales para la 
fuerza de interacción entre dos partículas i y j, cuyo valor viene dado por la integral, 


ERE Jar Fl (70, x (79), X (7D, x (19) ) 


integral que va extendida sobre las líneas universo x (7;¡) de las partículas 1 que actúan sobre la 
partícula j. 
Para movimientos circulares y uniformes, de radio R, la ecuación (18) toma la forma, 


too ay ol o bien tt. VR $ l (19) 


Así pues, en este caso particular, la ec. (19) nos indica la fiabilidad de las ec. (16) sólo cuando son 
grandes los radios de curvatura y pequeñas las velocidades. Estas no son precisamente las condicio- 
nes en que se encuentran los electrones orbitales de la teoría de Bohr, por lo cual no cabe aplicar, 
en rigor físico, ni la ec. (16) ni la ec. (2) a los mismos. 

Como conclusión de la secc. II podemos decir que las dificultades de la electrodinámica no 
aparecen por vez primera en las consideraciones relacionadas con la ec. (2), como ha sido afirma- 
do por algunos autores (?*). Se ha visto que éstas dificultades están a un nivel más fundamental: 
el de considerar que las ec. (14) y (16) no son aplicables más que cuando el movimiento de las 
cargas es prácticamente rectilíneo y uniforme. Esta no aplicabilidad de las ec. (16) es un reflejo 
físico del hecho de que existe un sustrato microscópico subyacente a las ecuaciones de Maxwell: 
los fotones, de la misma forma que ocurre en termodinámica con el sustrato cinético subyacente 
a las magnitudes macroscópicas p,T, . . . La no aplicabilidad de (16) para grandes aceleraciones 
es un indicador, a su vez, de la frontera electrodinámica entre los procesos reversibles e irreversi- 
bles (?*) que aparece inevitablemente tan pronto como la radiación predomina sobre la parte está- 
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tica o coulombiana del campo electromagnético. Sobre éstos puntos, aún poco estudiados, se 
volverá a hablar en la Sec. IV. 


In. El electrón-cohete 


Puesto que las dificultades encontradas en relación con la fuerza de reacción han mostrado 
(ver puntos I.1.e y 1.4,b) la independencia de ésta respecto a la radiación Larmor, así como la 
conexión de la ec. (2) con hipótesis estructurales sobre las cargas elementales (**), parece justifi- 
cado intentar un tratamiento que prescinda completamente del comportamiento desconocido del 
campo electromagnético a pequeñas distancias de la fuente emisora. En lo que sigue, por tanto, 
sólo se utilizará en comportamiento asintótico del campo e.m. Siempre dentro de las limitaciones 
consideradas en la Secc. HI (fórmulas (18) y (19)), consideraremos al electron como sistema que 
emite radiación electromagnética a un ritmo dado por (* ”) la expresión relativista: 


dee 


TA y (20) 


O sea, consideraremos al electrón como un cohete relativista que, sin embargo, mantiene inalterada 
su carga eléctrica elemental. Se verá que una consecuencia de ésta hipótesis es una disminución 
de la masa propia del electrón ($$). 

Un tratamiento como el que aquí se propone no es del todo nuevo: En el tratado clásico 
de electrodinámica de Page (%) se sugiere una concepción análoga, en que el electrón viene 
considerado como emisor de “líneas de fuerza”. 

Por otra parte, el estudio de los sistemas relativistas de masa variable es un tema sobre el que 
últimamente se han realizado numerosos estudios. Cavalleri et alt (??), en particular, han publica- 
do un excelente review sobre las dificultades y ecuaciones más importantes de éstos sistemas. 
Sin más que escribir la ec. (3) de la Ref. 37 en la forma, 


d(m; - v”) di ame 
A NKÁ A 21 
dí Port E des Qu) 
donde 
dm dp* 
yx*H o 7 o área = 2z 
dr dr e) 


representa la variación de cuadrimomento del sistema compuesto por el electrón radiante, se 
tendrá, sin más que llevar a (21) la expresión (22); 


d (mg + vé) 2 e? 
de aya 3 e (2 a”) ue Pest (23) 
Multiplicando (23) por v* y sumando respecto a u se llega a la ecuación, 
d 2 e? 
A (24) 


dt 3 Cc 


(recuérdese que la cuadrifuerza exterior F*.... sea de origen electromagnético o no, ha de cumplir 


ext? 
ara p EN 
la condición E o 0). 
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Llevando ahora (24) a (23) se tiene, 


d yA 


er do (25) 


Esta última ecuación muestra qye la radiación emitida sólo afecta al movimiento de la carga 
en el término de masa propia. Este único efecto viene descrito por la ec. (24), de forma que: 


t 


2) 2 
7 (a> ad = me (o) — 


30 


Wy 


mp(t) = ms (0) — 3 


(6) 


0 


El resultado proporcionado por la ec. (26) era de esperar, puesto que (*) la expresión para el 
flujo de la potencia Larmor relativista tiene el valor, 


aw De SS 
o 


Así pues, si la radiación es un fenómeno individual de las cargas en movimiento acelerado ($), 
y si no existe otro mecanismo clásico o cuántico capaz de hacer aumentar la masa propia, se 
sigue una disminución de la masa propia de las partículas elementales. Esta predicción también 
ocurre en el contexto de la emisión gravitacional (2%) y es del todo razonable bajo el punto de 
vista de Einstein de que toda radiación leva asociada una masa. 

Se recuerda, sin embargo, cue la fórmula (26) sólo es aplicable bajo las limitaciones (18) de 
que se ha hablado con detalle en la Secc. II. Es por esto que, dados los parámetros físicos que 
aparecen en la ec. (24), las variaciones de masa que experimentaría un electrón son pequeñas. 
Por otra parte, la interacción del electrón con el campo electromagnético externo, que lo acelera, 
puede originar también un aumento de masa propia que aquí no se ha podido considerar puesto 
que ello exigiría tratar al electrón como “carga de prueba”, mientras que en todos los razona- 
mientos que hasta ahora se han hecho tan sólo se ha hablado del electron como “fuente” del 
campo electromagnético. Sobre la interacción del electrón con el campo electromagnético ex- 
terno sabemos bien poco, reduciendose todo (prácticamente) a la expresión de la cuadrifuerza 
que figura en las ecuaciones (3). También son posibles correcciones en masa propia debidas a que 
el electrón real es un objeto puramente cuántico, como lo muestra el carácter esencialmente cuan- 
tizado de su carga eléctrica (??). Más aún, es sabido de la termodinámica relativista las dificulta- 
des que se encuentran para dar sentido al concepto de masa propia de un sistema en interacción 
(+9). Es por todo ello que la variación de masa propia descrita por la ec. (26) no es del todo inde- 
seable, sino más bien reveladora de problemas físicos abiertos en relación con la radiación, a los 
que ya en parte nos hemos referido anteriormente y que serán de nuevo referidos en la dis - 
cusión final de la Secc. IV. 

También era de esperar que nuestra teoría nos haya conducido a una pura variación de masa 
propia y a la ec. (25), en que no aparece ninguna fuerza como consecuencia del fenómeno radia- 
tivo. De hecho, en el referencial inercial instantáneo en que el electrón está en reposo, la emisión 
de radiación es un fenómeno isótropo (**) y, por ello, cabe esperar que tal emisión no se traduz- 
ca en ninguna autofuerza, como de hecho indica la ec. (25). 

Otro caso de emisión radiativa no acompañado de fuerza de radiación aparece en el fenó- 
meno de creación de una carga. En tal caso, en el sistema inercial de reposo de la carga creada 
sólo se observaría la onda e.m. de choque producida por la súbita aparición de la carga. Porcon- 
sideraciones de simetría, es obvio que la fuerza que actuaría sobre la carga debe de ser nula. 

Refinamientos de las ec. (24) y (25) son posibles, pero para ello es preciso partir de ecua- 
ciones más completas que las ec. de Larmor (20) y la ec. (16). Tales refinamientos suponen, como 
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se ha repetido, generalizar las ec. de Maxwell y Lienard-Wiechert para valores arbitrariamente 
grande de las aceleraciones. Tales refinamientos pudieran ser necesarios a la hora de tomar en cuen- 
ta las advertencias de Jeans (*%) sobre los efectos retardados de la radiación sobre la carga fuente 
emisora (ver 1.2.e.). 


IV. DISCUSION GENERAL Y CONSECUENCIAS 


A lo largo del trabajo se ha interesado concentrar la atención del lector sobre el único as- 
pecto físico del problema que nos ocupa: la influencia de la radiación Larmor sobre la fuente 
emisora. Las fórmulas (24) y (25) son una consecuencia inmediata de haber relacionado los efectos 
de la radiación Larmor con una variación en la masa propia en lugar de relacionarlos con una au- 
tofuerza, como en los tratamientos standard de la Secc. 1. Se ha insistido sobre la independencia 
física de la autofuerza respecto de la radiación Larmor, por ser la primera un fenómeno ligado al 
comportamiento a pequeñas distancias del campo e.m. mientras que la radiación Larmor tan sólo 
depnedía del comportamiento asintotico del campo e.m. Con el fin de fijar las ideas y aclarar los 
límites del presente trabajo, consideramos útil insistir sobre los puntos siguientes: 


IV.1. La fórmula (24) es sólo válida en la aproximación casi estacionaria (pequeñas aceleraciones 
de las fuentes del campo e.m.). En ésta aproximación el electrón va tan sólo considerado como 
fuente que emite energía al ser acelerado. A la vez, el electrón también debe recibir energía del 
campo electromagnético externo, como lo indica la fórmula (3) de la cuadrifuerza de Lorentz. El 
entender, física y matemáticamente, el mecanismo que realiza el equilibrio en masa propia de 
los electrones reales (equilibrio en el que el electrón interviene de forma dual: fuente y carga de 
prueba) es un problema abierto, cuya solución no puede proporcionar éste trabajo. Un estudio de 
tal tipo no sólo nos daría una respuesta a este problema, sino que nos conduciría también a la 
obtención deductiva de la fórmula de Lorentz para la fuerza de un electrón en un campo elec- 
tromagnético externo. Este tema no es fácil, ya que de serlo los problemas aún no resueltos del 
espectro de masas de piones, muones, . . . estarían en trance de solución. 

A pesar de todo ello, el mecanismo de variación de masa que proponemos, así como la fór- 
mula (25), parecen preferibles a la ec. (2) ya que en nuestro esquema las dificultades esenciales 
[.4.a y 1.4.b desaparecne automáticamente. 

Por otra parte, los efectos cuánticos (no considerados aquí) deben de tener una relación 
importante con la estabilidad de la masa propia del electrón real; el hecho de que la carga eléctrica 
e no sea una variable continua muestra el carácter cuantitístico del electrón real. De la misma 
manera que persisten dificultades de concebir clásicamente la estabilidad del afomo de hidrógeno, 
dificultades que sólo pudieron ser salvadas por la mecánica cuántica, algo similar pudiera ocurrir 
en el entender la estabilidad en masa propia de las partículas cargadas (Rowe, Ref. 39). 


IV .2. Tampoco son válidas las fórmulas 16, 24 y 25 en fenómenos de scattering mutuo de par- 
tículas cargadas, puesto que en tales procesos son considerables las aceleraciones sufridas por 
las cargas. El considerar, como se hace normalmente, que el tiempo del scattering es co es una 
manera formal de hacer tender a cero la aceleración media del proceso de difusión. 


IV.3. Las paradojas 1.4.a y 1.4.b. son consecuencias típicas de la aplicación de las ec. de Maxwell 
fuera de sus límites de aplicabilidad. Su origen es similar al de las indeseables y bien conocidas 
consecuencias de la ecuación del calor. 


(Me a)T 0 (24) 
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que, como se sabe (*?), implica velocidades de transmisión infinitas para los frentes de “onda” 
de la temperatura T. La única forma de evitar este indeseable resultado físico consiste (*?) en 
completar la ec. (24) con un término en 6¿¿T, término que predomina sobre $,T en las situa- 
ciones no estacionarias, típicas de los frentes de onda. Una modificación similar debe realizarse 
sobre las ec. de Maxwell (15), tomando como punto de partida una estructura cinética micros- 
cópica (constituida, por ejemplo, por los fotones) de la cual los campos E y B sean las magnitudes 
termodinámicas macroscópicas (ver puntos 11.4 y 11.5). La ecuación de Boltzmann para los fotones, 
en la que recientemente se ha empezado a trabajar (*?), ofrece buenas esperanzas a este respecto. 


IV.4. Las dificultades de la ec. de L.D. hemos tratado de resolverlas, en nuestro esquema, sin 
relacionarlas de ninguna manera con hipótesis con escasa base experimental, como pueden serlo 
la validez de la electrodinámica en el interior del electrón, carácter puntiforme o no de éste.,. ... 
Puesto que parece ser que es tan sólo la radiación Larmor la que originó el estudio de la ec. (2), 
hemos tratado de basar sobre ella todo el peso de nuestra teoría. En ella nos ha aparecido un 
tiempo característico t. de relajación, sobre cuya importancia nos ha enseñado bastante el térmi- 
no de colisión de la ec. de Boltzmann (??), 


ES FE(A) 16) F6)] 02, 0 ved, dr. 


Cuando f y J varían de jorma apreciable dentro de intervalos temporales del orden de t,, las ec. 
de Maxwell dejan de ser aplicables. El obtener unas ec. microscópicas de Maxwell dentro de esos 
intervalos temporales es, pues, un problema previo a resolver antes de plantearse la deducción , 
de fórmulas de validez más amplia que las dadas por las ec. (25) y (26). 


IV.S. Los fenómenos del Lorentz-line-shape, así como los de absorción y scattering de radiación 
han de ser tratados, para ser explicados de forma cuantitativamente correcta, en forma mecano- 
cuántica (**) y mo en base a los viejos modelos mecanicistas de Lorentz para los electrones, 
considerados por el como ligados elásticamente a los núcleos atómicos. Por otra parte, éstos 
efectos no suponen ningún apoyo ni descrédito directos para la ecuación (2), por el carácter 
aproximativo y heurístico de los cálculos que deben realizarse a partir de (2) con el fin de 
obtener ecuaciones matemáticamente tratables. Como, además, en las ec. que se usan va siempre 
implícito el viejo modelo de Lorentz, el hecho de que con éstos viejos modelos mecánicos se 
lleguen a resultados más o menos aproximados (**) no puede considerarse como prestando apoyo 
o descrédito directos a la ec. (2). 


V. CONCLUSION FINAL 


Aparte de las conclusiones numéricas definidas por las nuevas fórmulas (24) y (25) son de 
resaltar, conceptualmente, los dos puntos que siguen: 


V.1.- Las limitaciones definidas por las ec. (19) definen, en nuestro caso, los límites de validez de 
los que toda teoría debe de ir acompañada. Tales límites no son siquiera presentados por la mayor 
parte de los autores que se ocupan de la ec. (2), por lo que además de los fallos de la ec. de L.D. 
enumerados en la Secc. 1.4 se ha pretendido corregir, en nuestro esquema, éste otro punto meto- 
dológicamente no satisfactorio. 


V.2. Las fórmulas (26) han de ser completadas en el futuro una vez que se haya construido una 
superteoría de las ec. de Maxwell (válida para grandes valores de las aceleraciones) De no ser así 
la fórmula (26) describe una disminución muy débil de la masa propia, debido a ser sólo válida 
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para valores prácticamente nulos de la aceleración. También cabe esperar una corrección de ésta 
variación de masa por los efectos cuánticos que indudablemente acompañan al electrón real. 
Sobre ambos puntos hemos dado algunas referencias en las secciones anteriores. 

Puesto que en la ec. (25) todas las magnitudes que aparecen se refieren al mismo tiempo 
€ , ésta ecuación carece de las dificultades de run-aways, efectos avanzados dificultades de no 
conservación de la energía implícitos en la ec. (2). Por otra parte, los límites de validez de 
(25), (Q6) muestran que antes de encarar el problema de ampliar la ec. (25), (26) fuera de esos 
límites deben de realizarse importantes generalizaciones de algunas ecuaciones básicas de electro- 
dinámica. Estos son los puntos abiertos que presenta, también, el presente trabajo. 

Como se habrá observado tanto en V.1 como en V.2 y en el resto de este trabajo, encuen- 
tran confirmación en él las opiniones expresadas recientemente por Rohrlich (**) sobre la nece- 
sidad, cada vez mayor, de fijar con claridad y de forma no ambigua los límites dentro de los cuales 
una teoría tiene significado físico, así cmo el de establecer la conexión de lamisma (lower level 
theory) con otras teorías más amplias y generales (higher level theories). Sólo haciendo así es 
posible evitar la aparición de paradojas que, en la mayor parte de los casos, surgen en la física 
por querer aplicar una teoría fuera de los límites de validez de la misma. Esperemos que en 
nuestro caso el lector encuentre el problema de los límites de validez suficientemente tratado. 


El autor desea agradecer las sugerencias del Prof. Dr. G. Cavalleri (Universidad de Milan, Facoltá 
Scienze Fisiche, Milano, Italia). 
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FUERZAS ELECTRODINAMICAS Y ENERGIAS MAGNETICAS MUTUA 
Y DE TRANSFERENCIA POR CONSIDERACIONES RELATIVISTAS 


Por: HERMAN ELIGES 


RESUMEN 


En el artículo “Paradojas relativistas de las fuerzas”, publicado en las entregas HI-IV de setiembre- 
octubre de 1968 de Anales de la Sociedad Científica Argentina, se llega a una expresión de la fuerza electrodi- 
námica entre dos cargas eléctricas en movimiento paralelo y enfrentadas para la terna propia, habiéndose de- 
nominado a tal fuerza “real”, con la restricción a su alcance allí definida. 

En el artículo precitado, se demostró la obtención de la conocida ley de Ampere para el caso particu- 
lar de dos elementos de corriente paralelos y enfrentados. Además se mencionó, para el caso general 
de cargas eléctricas en movimiento en elementos de corriente en circuitos cerrados, se obtenía una cupla e- 
lectrodinámica, en cuya doble integración en los circuitos permitía obtener una fuerza coincidente con las 
derivadas de las expresiones diferenciales de Ampere y Grassmann. En el presente trabajo se expone el proce- 
dimiento aludido, a la vez que se demuestra que en circuitos cerrados con corriente alternada acoplados mag- 
néticamente, conduce al nuevo concepto de energía de transferencia. Este concepto, complementado con el de la 
energía mutuacde cada devanado, permite obtener una reformulación más primaria de las ecuaciones diferencia- 
les derivadas de la aplicación de las leyes de Faraday-Lenz. Lo aseverado, fue ya expresado en los artículos del 
autor “Energía mutua y de transferencia en circuitos magnéticamente acoplados” (Entregas 1-11 de 1971) y 
“Energía mutua y de transferencia en circuitos magnéticamente acoplados” - Continuación (Entregas IV-VI) 
de 1974, ambas de “Anales de la Sociedad Científica Argentina”. El presente trabajo permite clarificar la 
génesis del concepto “Energía de Transferencia”, como así también sus relaciones con las fuerzas electrodinámi. - 
cas. 


ELECTRODYNAMIC FORCES AND MUTUAL MAGNETIC AND TRANSFERRING 
ENERGIES AS RELATIVISTIC THEORIES PRINCIPLES 


By HERMAN ELIGES 


SUMMARY 


In the article “Paradojas Relativistas de las Fuerzas” (Relativistic Paradoxas of the Forces) published by 
“Anales de la Sociedad Científica Argentina” (HI-IV September/October 1968) it is arrived to an statement 
of the electrodynamic force between two electric charges in parallel movement faced for the own frame of 
reference, being such force named “real”, with the limitations there determined. 

In the former article it was proved the obtainment of the known ampere law in the particular case of 
two parallel and faced elements of current. 

Besides it was told that in the general case of electric moving charges of current elements for closed citr- 
cuits it was obtained an electrodynamic coupling whose double integration in the circuits lets obtain a 
coincident force with the derivatives from Ampere and Grassmann” differential expressions. In this work it is 
explained such method while showing that in closed circuits with alternating current connected .magnetically; 
it leads to the new concept of transferring energy. 

This concept, complemented with the mutual energy of each winding, lets obtain a simpler formulation 
on differential equations| derived from the application of Faraday-Lenz”s Laws. 

The ideas affirmed in this article, have been expressed by the author in “Mutual and Transferring 
Energy in circuits magnetically connected”. (1-11 1971) and “Mutual and Transferring energy in circuits 
magnetically conected” continuation (IV-VI - 1974) both from “Anales de la Sociedad Científica Argentina”. 
This article lets explain the origin of the expression “Transferring Energy” as its connections with the 
electrodynamic forces. 
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I — FUERZAS ELECTRODINAMICAS Y/O ELECTROMOTRICES INDUCIDAS ENTRE CAR- 
GAS ELECTRICAS EN MOVIMIENTO, AISLADAS EN EL ESPACIO O CIRCULANDO 
EN CONDUCTORES ELEMENTALES. SUS EFECTOS EN CIRCUITOS CERRADOS 


La primera parte de este trabajo se remonta al artículo del autor “Paradojas relativistas de 
las fuerzas”, entregas IMI-IV de setiembre-octubre de 1968 en el que, en líneas generales, se analiza 
el diferente comportamiento de las cargas eléctricas que se mueven en el espacio vacío y dentro 
de los conductores. Como consecuencia se determinó que en cualquier estudio electrodinámico 
deben considerarse los iones positivos del material conductor y las características de las fuerzas 
electrodinámicas allí denominadas aparentes y reales. También se expresó que mediante el empleo 
de esta última fuerza se determina la expresión electrodinámica de Ampere para elementos de co- 
rriente paralelos y enfrentados. Al final del artículo se mencionó que los estudios posteriores del 
autor basados en la citada fuerza electrodinámica “real” conduce a la generación de una cupla elec- 
trodinámica entre elementos diferenciales en cualquier dirección en el espacio, la que permite ob- 
tener, en los circuitos cerrados con corriente continua, una fuerza resultante coincidente con las 
derivadas de las expresiones diferenciales de Ampere o de Grassmann y por lo tanto, con los resul- 
tados experimentales. 

El caso último mencionado precedentemente, así como otros tales como el caso general 
de cargas eléctricas que se mueven a velocidad tangencial constante en el espacio vacío con los 
efectos energéticos desarrollados por las fuerzas paialelas al vector velocidad son tratados 
en el presente trabajo. Además, en el mismo se estudia el caso de corrientes alternas en los 
circuitos, con las energías mutua y de transferencia puestas en juego. 

Se demuestran que a pesar de generarse inducción en los elementos diferenciales de corrien- 
te, no se produce inducción en los circuitos con corriente continua circulante, y que en los casos 
de corriente alterna la inducción obtenida permite demostrar un nuevo concepto: la “energía de 
transferencia, lo que dio motivo a la publicación de dos artículos en la forma clásica denominados 
“Energía mutua y de transferencia en circuitos magnéticamente acoplados” (entregas I-II de 
julio-agosto de 1971) y “Energía Mutua y de transferencia en circuitos magnéticamente acopla- 
dos” (continuación) (entregas IV-VI de 1974), ambas de los Anales de la Sociedad Científica 
Argentina. 


Es de señalar que en todo el presente estudio se parte del concepto de “fuerza electrodiná- 
mica real” que cumple con el principio de conservación de la energía en los casos de inducción, 
permitiendo además el empleo de este concepto evitar una sofisticación matemática considerable 
en la cual se complica el esclarecimiento del fenómeno en cuestión. 

En lo que sigue, en pos de una reducción de la extensión del estudio, se evitan muchas 
demostraciones matemáticas, las que por otra parte, no presentan mayores dificultades. 


JI— FUERZAS ELECTRODINAMICAS ENTRE CARGAS ELECTRICAS QUE SE DESPLAZAN 
A VELOCIDAD CONSTANTE EN EL ESPACIO VACIO. 


Sea la siguiente configuración de dos cargas de igual signo, que para simplificar supondremos 

en movimiento sobre el plano (x”, y”) de la terna K”. Supondremos las velocidades UV, V2 y VÍ 
esta última relativa, reducidas respecto a la velocidad de la luz. 
Emplearemos como válida para este caso la ley de adición de las velocidades de la cinemática de 
Galileo. Supondremos que la terna K”” se desplaza a velocidad DU” respecto a la K” en forma que los 
centros O” y O” coincidan conjuntamente con la carga 2 cuando los tiempos en los orígenes 
cumplan: t = t” =0, 


FUERZAS ELECTRODINAMICAS Y ENERGIAS MAGNETICAS.... 19 


Si bien desde la terna K” las cargas 1 y 2 se desplazan respectivamente a las velocidades y; y 
D,, para la terna K” se cumplirá: 


E SE TP 


/ 
1 UN á 
a Ky K ¿ a bl Terna K 


2 N | Pl e de 


Fig. y) E 
2 


Consideremos una tercera terna K, girada respecto a las anteriores y cuyo origen O coincide 
con 0” y 0” cuando los tiempos t, t” y t” son nulos. Esta tercera terna tiene el semieje positivo de 


las x paralelo a la velocidad relativa y y se encuentra fija respecto a la terna K”. 
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Hacemos, para generalizar, que la velocidad "01 sea igual a la velocidad V que es finalmen - 


te la relativa de la carga 1 respecto a la 2. 
Para el sistema K la carga 1 se la ve ubicada en el punto A cumpliéndose: 


XA 


> donde: (1) aw =[1- (YT "* 


La intensidad de campo £” se aprecia como €. Sus componentes paralelas (€]|; € |) y per- 
pendiculares (€]; € ) al movimiento relativo se relacionan de la siguiente manera: 


— OE) Ea 


p= Ef al 


Expresado vectorialmente. 


(30) 
kl 
=S 
e 
pe 
|< 
X 
| 
Na” 
X< 
a 


punto = producto escalar 
cruz = producto vectorial 


Siendo Q la cantidad de electricidad de las cargas eléctricas 1 y 2 que es invariante para 
las ternas. 


La diferencia entre las fuerzas perpendiculares a que dan origen los campos eléctricos £ | 
y El determina una tercera fuerza df, del tipo electrocinética, que en la publicación citada en 
primer término la denominamos real para ese caso especial, y que no es más que una fuerza rema- 
nente apreciada desde el sistema propio de la carga 2. 


a 


A O e e 
dl. Ex ot 1 


2 


a 


¡ 1 
Como Y = 1 + — (Ey 
2 C 


ys 110? 7 > men 
Luego: (2) Y AA 
1 2 
(3) df = EN e (Y sen 6 


La fórmula (2) es la básica que emplearemos en todo el desarrollo que sigue en el presente 
trabajo. 
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MI — FUERZAS ELECTRODINAMICAS ENTRE ELEMENTOS DIFERENCIALES DE CO- 
RRIENTE.CASO GENERAL 


Aplicamos la fórmula 2 en las interacciones que se producen entre las cargas del par de 
los elementos d%, y d£, . Cada par está constituido por una carga positiva fija al conductor y una 
carga negativa móvil, pudiendo ser cada una de ellas formadas aún por un grupo numeroso de 
cargas elementales, suficientes para considerar el fenómeno del tipo mascroscópico, y todavía 
poder considerar las mismas como constituyentes de un elemento diferencial de corriente. Las 
cargas negativas formadas por los electrones libres, conforman un movimiento errático pero con- 
sideramos la velocidad promedio del traslado de esa “nube” de electrones en el sentido de la 
corriente eléctrica, 


Pa Y 


De las cuatro interacciones posibles entre las cuatro cargas, sólo consideraremos tres de 
ellas, pues la correspondiente entre las cargas positivas de cada par'es nula al serlo también la 
velocidad relativa entre ambas. Luego se tiene: 


dfi 1.02 = Fuerza elemental que la carga positiva del par 1 aplica sobre la carga negativa del par 2. 
Al ser atractiva la supondremos de signo negativo. En este caso, la velocidad relativa 


es: V= —0U) 
2 1.07 EA A E 
ria ==: E) (COX xa) 
a = versor de D, 
b =::versor de Dj 
Donde: 


= versor de Ti, 


| 
| 
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di ig  = Fuerza que el ión positivo del par 1 aplica sobre el ión del par 2 
fir. ig = O pues es nula la velocidad relativa e 
a Fuerza que el electrón del par 1 aplica al electrón del par 2. Por ser de repulsión es 


positiva. Se cumple: v = uy —U» 


A 


Ol [Y — Da | r [D, —Te| 
dia ¡2 = Fuerza que el electrón del par 1 aplica al ión positivo del par 2. Es negativa por ser de 
atracción. 
0 daa A 
e 2 0 Dr Y D; 
El desarrollo de (5) se descompone en .:atro fuerzas que sumadas vectorialmente a 
las dos restantes se tiene la fuerza resulizute o: >  ismento diferencial, cuyo valor es: 
pe DS DD, | 
O == + 15%] (Ex 72) a axe yx by 
AS 1 a Sea 
(8) "df => S dfi 6 > df26 


Siendo: df, q = Fuerza de Grassmann sobre el elemento de, 


TIE AN 39 9) 99 99 99 99 O 
día a = dl, 


Entre las componentes de fuerzas anuladas, para obtener df, , se encuentran algunas 
tangenciales al elemento de corriente d£, pero que por tener el conductor resistencia óhmica, 
las mismas se trasmiten al conductor merced al proceso inductivo anulando fuerzas iguales y 
contrarias actuantes sobre el ión positivo. Estas fuerzas electromotrices inducidas sobre el ele- 
mento diferencial, originan sobre el circuito cerrado circulación nula en el caso de corriente con- 
tinua, y en el caso de corriente alterna, como se verá da lugar a la energía de transferencia. 


El término “fuerzas electromotrices inducidas” es de significado distinto al emplea- 
do en electrotecnia. 


Para visualizar la fuerza (8), consideremos que los circuitos 1 y 2 están contenidos 
en un plano. 
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Se observa que df, y df, conforman una cupla. En el caso general, se obtiene una cupla en 
el espacio. 


IV — FUERZAS ELECTRODINAMICAS EN CIRCUITOS CON CORRIENTE CONTINUA CIR - 
CULANTE 


Sean dos circuitos espaciales rígidos 1 y 2 como muestra la figura S. Debemos demostrar 
que la fuerza total dF, ejercida por el circuito 1 sobre el elemento d2, es igual a la determinada por 
la expresión de Grassmann, y por lo tanto es. normal al elemento ar, . Para ello, consideremos la 
fuerza elemental de Ampere que sabemos cumple con el principio de acción y reacción. 

Si hacemos la sumatoria sobre el circuito 1 de las fuerzas de Ampere que actúan sobre el 
elemento d£, queda: 


dE = dfo A = Fuerza elemental de Ampere que el circuito 1 aplica al elemento: 
d£, 


También las fuerzas df, A Que actúan sobre el elemento de, , al sumarse vectorialmente sobre 
el circuito 1 (por ser colineales con las fuerzas correspondientes df, A) se cortan sobre el ele- 
mento d£, debiendo ser la resultante igual a —dF, a . Es decir, se debe cumplir: 


2 día a a dfia 
o bien: (9) dE == dE 


Además, según la expresión de Grassmann, la fuerza total que el circuito 1 aplica al ele- 
mento d£,, es decir la dF, g resulta ser normal al mismo. Igual concepto puede expresarse sobre 
la fuerza dE, G respecto al elemento d£). 

Es sabido que se cumple: 


10) dE de 


dEza => dE, G 
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Analicemos ahora las fuerzas df, y df, . Vimos la fórmula 8, que modificada queda: 
E PAR EPA ¿Za pe E 
dfo = df — > (df a + dfiG)= dfaa + día m 


Es decir, que la nueva fuerza df, difiere de la correspondiente de Grassmann en el término 
dfa m- 


Se cumple además: z o e 2 dfe m = dE, 
o e 
También: cd a dG 
A a 
O dFsG 7 te 
l —= YAA Lect 
ano ao O 


Por la fórmula (9), esta suma resulta ser nula. En consecuencia: 
(11) A 


Finalmente, es inmediato que la nueva fuerza diferencial conduce a idénticas acciones pon- 
deromotrices integrales que las obtenidas con las expresiones diferenciales de Ampere y Grass- 
mann. 


V — CONSERVACION DE LA ENERGIA 


1) Caso de cargas eléctricas que se desplazan en el vacío. 

En este caso, dos cargas eléctricas de igual signo se desplazan en el vacío. Considerando las 
fuerzas dadas por la expresión de Grassmann normales a las velocidades no hay variación de ener- 
gía en el sentido del movimiento y por lo tanto no puede aplicarse al principio citado. En cambio, 
las fuerzas de Ampere, con variaciones de energía en los elementos, no cumplen con el principio, 
aunque si con el principio de acción y reacción. (Ver el artículo del autor “Leyes electrodinámi- 
cas diferenciales” de Anales de la Sociedad Científica Argentina, entregas II-IV de 1970) 


Aplicando ahora la fórmula 2, para las cargas 1 y 2 se determinan las siguientes fuerzas 
actuantes sobre las mismas: 


0 Q? o NL 

(12) E, NO NR V [V X 12 ] XV 

Q* o 

13 a NA A IS 
( ) 2 2 (2 y3 [ 12 


En el artículo citado precedentemente, se demostró que en el caso en cuestión, para que se 
cumpla el principio de conservación de la energía, debe cumplirse la siguiente relación entre las 
fuerzas paralelas a las velocidades de las cargas: 


Fs; Da 


Fs 4 D; 
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Se demuestra fácilmente que esta condición es satisfecha por las componentes paralelas al 
movimiento de las fuerzas dadas por las fórmulas (12) y (13). 


7 


2) Caso de elementos diferenciales de corriente en conductores. 


Volviendo a la figura 3, analizemos las fuerzas actuantes sobre las cargas del elemento d£, 
que en total serían dos fuerzas con componentes paralelas al elemento y que serán las dadas por 
las fórmulas (5) y (6). La penúltima fuerza se desglosa a su vez en otras cuatro, una de las cuales 
es anulada por la fuerza dada por la fórmula (6), quedando las tres fuerzas siguientes (aplicadas 
sobre las cargas negativas). 


pe 1 2 y. ra pee 
(14) df... = + zi 5) Cade (0 X €19)% b) Repulsión 
Y 


La 1 pe dl 

(15) er =>] (E fax 612) XB] Atracción 
Tr Cc 

IO DD a dl 

e (+) dE X e12)*X a) Atracción 


1 E 


Esta última fuerza es normal v,,por lo que no se modifica la energía de electrón y por lo 
tanto no genera inducción. Quedan finalmente las fuerzas dadas (14) y (15), ambas normales al 
elemento d%, . Luego la fuerza inductiva total sobre la carga e, es: 


(17) dféz ina = dfez + dfez 
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A val 1 Q? Yi E E du e Ps 
Se demuestra: dfes ina = aa (0, —M)X 2 Xb 
r C 


La proyección de la fuerza dfe, ina SObre de, nos dará la componente dfe, ¿ que tiene la 
dirección de d£, de valor: 
dfes + = [dfez na - a] a O sea: 


Do 2 
(18) dfez, = S 


2 (16x Gx 8]-3] a 
Para la carga e, , en forma similar se obtiene: 


2 Ez pee Seo a E 
1) di o MAN xao] h 


Se demuestra que la relación entre los módulos de las fuerzas vale: 


(20) dfeg  _ Da (lv X e12) X a] - b) 
dfez + Y fiv X €12)Xb]: aj 
Se obtienen dos productos mixtos cuyo cociente vale —1. Finalmente: 
a y 
(21) a o 
dfez + 4! 


Es decir, también en este caso las fuerzas tangenciales verifican el principio de conservación 
de la energía. 


Podemos tratar el caso especial en que los elementos de, y de, son perpendiculares. 
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Se aprecia que cualquiera sea el sentido de V,,sivz aleja a la carga ez de d%1, esta car- 
ga gana la energía que pierde la carga e, y viceversa. 


VI — INDUCCION EN CIRCUITOS CERRADOS. 


Vimos que entre elementos diferenciales se genera una fuerza electromotriz inducida pro- 
vocada por fuerzas electrodinámicas tangenciales que actúan sobre las cargas negativas móviles. 
Tales fuerzas, sobre las cargas negativas de los elementos de, y de, son respectivamente dfe, 
y dfez ¿ dadas por las fórmulas (19) y (18). 

No obstante, en los circuitos con corriente continua circulante no se genera inducción elec- 
tromagnética como se verá, y en el caso de corriente alternada debe obtenerse una inducción, que 
en principio parecería que debe originar la fuerza electromotriz dada por la ley de Faraday-Lenz. 
Sin embargo, el valor no concuerda con ésta última; se obtiene una energía derivada que denominé 
de “transferencia” y cuya obtención mediante este procedimiento, dio lugar a los artículos del 
autor de esta nota, “Energía mutua y de transferencia. . .” y su continuación mencionados ante- 
riormente y que se encararon en base a los conocimientos clásicos. Ahora puede apreciarse la 
génesis de este nuevo concepto y la intervención de las fuerzas electrodinámicas provenien- 
tes todas ellas de la fuerza electrodinámica real, en la generación de este tipo de energía. 
Finalmente, se verá un ejemplo en donde la energía de transferencia permite resolver una 
incongruencia del electromagnetismo clásico y el valor de las integrales f, 112 M5, di, y So Midi. 


1) Variación de la energía en la carga móvil del elemento de corriente. 
Consideremos el elemento d2£, y las fuerzas actuantes vistas dfez y dfe;. Se tiene: 


dfe, + de 


de; 


dfe E de, 


de; 


Análogamente, para el elemento de, se tiene: 


de, = dfez > de 
de = dfe/- de 


Reemplazando las fuerzas se tiene: 


ÓN. a E 

(22) de; = > zz [2 X 1,1) X v2]* de, 

] De a o 

(23) de 5 E EA [(2, X 112) X D,] + d%, 

2» _ 1 Q? SN E a mm 

(24) 1 On ai [(M, X r21)X 0] * 02; 
(25) dentadas 0 


A AA 


28 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA 


Se demuestra que se cumplen: 


dez =S 45 [AX ma] donde: dS =D, X D, 
de; ds * [Da X r12 ] 
de; 2 dS - [» X 112 ] 
dez ds + [D X T¡>] 
de, de 
26 A d 
( ) de E> 


Además, se demuestra: 
Q7) de +de = — [de +de;] 


Para que se cumplan estas dos últimas condiciones, debe ser: 
(Q8) de = —de 
(Q9) de = —d es 


2) Inducción en corriente alterna. Energía de transferencia. 


Consideremos el elemento dl, . La energía puesta en juego en tal elemento es: 


de, + dej 
Por la fórmula 28 queda: 
des; — de» 


Haciendo la integral curvilínea en el circuito 2 resulta: 


(30) de, =+% (der de) 


Siendo de, la variación de energía en el elemento d%, generada por la consideración de to- 


dos los-elementos d%, del circuito 2. 
La primera integral vale: 


1 Q? 


EE DX Tr)XxD1]- de 
>) a [A 21) 2] 1 


$, d € = $ 


Reemplazando en la fórmula los valores siguientes: 


Q7, => i, de, Q2, = 1 de, 


X d% ] > de, 


j io (d£. X Toy 
Queda: $ de =- 3 A | SW E a 


La corriente i, es constante a los efectos de la integración; además: 


IO € 1 
2 ==> UE 


FUERZAS ELECTRODINAMICAS Y ENERGIAS MAGNETICAS. .. 29 


Luego: 
1 le 1 
hd = GS PI XV 


pd 
21 > de, 


Transformando el doble producto vectorial queda: 


11 
DA 


Ade == + 


$ (E, E) AVE) 


A 


2 
ES r 


) > de, ] [d2, «AR, ] = 


j == i 
=+ mx da (4% - de) (4%, + VE dE 
00 


2 


7 E 


La última integral vale: 


1 


$2 V( 


2) =$ 1) = 1 9 40 
Y r Y 


Siendo i2 = constante como se verá 


Para frecuencias industriales y aún de audiofrecuencias puede considerarse que iz varía 
muy levemente, en el recorrido del circuito 2; siendo dicha variación prácticamente lineal, toda 


vez que se considera que una ínfima parte de la onda sinusoidal de corriente que se propaga por 
el circuito. Ello se evidencia por comparación del desarrollo total del circuito (aún considerando 
muchas vueltas del conductor), con la longitud de la onda propagada. Así, con un devanado de 
1000 espiras con una longitud media £, = 0,3 m, resulta despreciable la longitud total de 300 m , 
en relación a A = 20.000 m para f= 15 KHz). 

Considerando en la primera integral: 


poros As 
r 


za 
r 
Queda: 
ol 1 (d% - de). 11 o 
SA NE $, O diy — a $, (d£, + dl) iy 20 


La última integral puede expresarse: 


A o 1 
y 12 $, (d%, +) d(—) 
25C r 


La corriente iy puede considerarse constante por su escasa variación. 


En la primer integral, si reemplazamos la misma por la sumatoria, queda: 


de, - de 
> O 
r 


2 a 


(12, Ñ de) ) ; 
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Como la variación de iy es lineal, puede decirse: 


o E Cte 


Luego: 


En consecuencia: 


4-0 y 


dal == pei 1 
o - $23 (d£, + d2,)d (—) 
DE r 


Haciendo la integral sobre el circuito 1, queda: 


¿di de, de er 
1, a $, $, (1% +), 2 do (d2, - de, ) d > 


r 


(31) $1 $ dep =+ 


Repitiendo análogo procedimiento respecto a la integral: 


$, $2 d Ez 


Por razones de simetría se tiene: 


2 = - de LA. : lo 


(32) $ $ de =+ 


$; 


da ] 
7h (+ YA) 


La energía de transferencia del circuito 1 al 2 es decir —dE, (variación de energía en el 
circuito 1) vale: 


(33) —dE, = $1 $2 d €l — $1 $2 d ez 


Indicamos —dE, por convención tal se definió en las publicaciones anteriores. 
Esta fórmula resulta de integrar la expresión (30) sobre el circuito 1. Finalmente, reempla- 
zando las fórmulas (31) y (32) en la (33) queda: 


al dl de, - de do (AL, - d£,) 
o C r Z c Tr 


La expresión entre corchetes es precisamente la fórmula de Neumann para el coeficiente de 
inducción mutua (M), en el sistema Gaussiano, que es el empleado naturalmente en este trabajo. 
Luego: 


M 


Por igual procedimiento, se determina la energía de transferencia que se produce en el cir- 
cuito 2 (d E, ) que se consideró positiva 


M 
(35) dE, = 2 di, —11 diz) 


Puede apreciarse, que se verifica: 


dE, = d E, 


FUERZAS ELECTRODINAMICAS Y ENERGIAS MAGNEÉTICAS... 31 


Es decir, se cumple automáticamente el principio de conservación de la energía, como era 


de suponer. : 
Nota: Los signos en los términos entre paréntesis resultan de lo convenido en este trabajo de 


que las fuerzas atractivas se indican con signo negativo y las de repulsión con signo posi- 
tivo. Pudo haberse convenido lo opuesto. Lo importante es que los términos diferenciales 
entre paréntesis son siempre de signo opuesto. 


3) Aplicación del concepto de energía de transferencia al caso de la energía magnética ins- 
A . 
tantanea de dos devanados con corriente alterna. 


En el caso de un devanado puede determinarse la ecuación diferencial del circuito, en tér- 
minos de voltios, partiendo de consideraciones energéticas. Sabemos que la energía de una bobina 
por la que circula una corriente i, , su valor es: : 


1 1 
En ds o) is donde: L, es el coeficiente de autoinducción 
primaria 
Diferenciando: : dEm, =E; i, di, 


Además, considerando la energía entregada por la fuente e, i, dt y la pérdida Joule en el primario 
del transformador (secundario a circuito abierto), se tiene: 


e, i, dt- ió R, dt - L, i di, =0 
Donde: e, es la tensión instantanea aplicada y R, es la resistencia del devanado primario. Dividien- 
do la igualdad por i, dt se obtiene: 
€i == Ri — IL, di,/dt=0 
Lo expuesto es ampliamente conocido; la citada incongruencia se produce al aplicar 


análogo procedimiento al caso en que circula también corriente por el devanado secundario. En 
efecto, la energía magnética del primario es dada por: 


1 1 d 
Emi 7 302 ii pe (L, i, —= Mi, )= — L; ió 57 Mi, 
: : PEE 1 A Des 
Diferenciando: dEM; =L;, i, di, — > M i, dig — a Miz di, 


Donde M es el coeficiente de inducción mutua.. Considerando la energía de alimentación, 
la pérdida Joule, y la precedente energía magnética del primario, se tiene: 


1 : 1 : 
ed Ri dt =dEM1= e 1. dt 4R dt 11d + eN Mi, di, + > Mi, di, = 0 
Esta fórmula no concuerda, en los dos últimos términos, con el valor conocido y correcto: 
+ Mi, diz 


Aparentemente, no es consistente la fórmula: 
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Esta situación tiene una única solución coherente restando la energía de transferencia en 
la ecuación del primario, obteniéndose el término +Mi, diz. Con similar procedimiento resulta 
el término +Miz di, correspondiente al circuito secundario. 


Por lo que antecede, la fórmula que expresa la energía diferencial de los campos mag- 
néticos, debe completarse con:el agregado de la energía de transferencia como sigue: 


1 
d [ > 1; Q 1 ] == dE, (Para el primario) 
le : 
d [7 i 02]+ dE, (Para el secundario) 
4) Resolución de las integrales 


$ M i, dia e í M iz di, 


Sea un transformador en el que se desprecian las pérdidas en el hierro y de dispersión. 
¡En este caso se cumplirá: 


M M 

a do A di = L Ry dt = dE,* 
M M 

Luego: 

t : z M EE 2 

1 Mia dis E an lí Ll + E ES t 

e Ma 2 

So Mi, di, y 0 13.19: b R, t 


Cuando R) tiende a cero ambas integrales tienden a igualarse. Además se verifica: 


$ Miz di, >S5 Mi, di 


* Ver estudios citados de Anales de la Sociedad Científica Argentina (Entregas FI, 1971, y IV“VL 1974) 
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SUPERFICIE DE UN POLIGONO 


Precisión alcanzable en su medida 


Por ANTONIO M. SARALEGUI (*) 


RESUMEN 


Este trabajo estudia y da la solución completa y general a un problema del que hasta la fecha 
no hay información de que haya sido encarado debidamente ni tampoco resuelto. Poder establecer límites 
de error al valor de superficies encerradas por un polígono irregular cualquiera en función de la aproximación 
de las mediciones de sus elementos perimetrales, es de manifiesta y necesaria utilidad para mútiples actividades. 

El autor, después de algunas reflexiones iniciales expuestas en Palabras Preliminares, desarrolla 
la solución, lograda a través de consideraciones hechas atendiendo exclusivamente a los errores accidentales 
de medición de los lados y de los ángulos que constituyen el perímetro. Y lo hace valiéndose al efecto de los 
errores relativos y no de los absolutos, para obtener finalmente de aquéllos y del valor conocido de la superficie, 
el importe de éstos. Agrega algunos ejemplos numéricos típicos de aplicación de las fórmulas obtenidas y efectúa 
comentarios finales evidenciando la necesidad de prestar mayor atención a la medición de los lados que a la de 
los ángulos, poniendo además de manifiesto lo que puede suceder si las longitudes de los lados se midieran con 
modernos distanciómetros electrópticos. 


SUMMARY 


This paper studies and gives the complete and general solution to a problem which, until now, has 
neither been properly handled nor solved. The ability to establish error limit to the value of surfaces enclosed by 
any kind of irregular polygon, in accordance with the approximate mesurement of its perimeter elements, is 
clearly and necessarily useful for numerous activities. 

After some initial reflections explained in Preliminary Words, the author develops the solution 
achieved through considerations which have been done paying attention to accidental measurement errors of 
the sides and angles that constitute the perimeter. He does so making use of the relative and not the absolute 
errors, in order to obtain —in the end-— the value of the latter from the former and from the known surface 
value. He adds some typical numerical examples of the formulas obtained and he makes final comments proving 
that it is necessary to pay more attention to the sides than to the angles measurement; moreover, he shows what 
is likely to happen if the sides lengths were to be measured with modern electroptic instruments. 


RESUME 


Ce travail étudie et propose la solution compléte et générale d'un probleme que, jusqu'a présent, 
d'aprés nos informations, n'a pas été suffisamment consideré ni, par conséquent, résolu. 

Pouvoir établir les limites d'erreur dans la valeur des surfaces enfermées dans des polygones irréguliers 
quelconques, en fonction de Papproximation des mesures de leurs éléments périmétraux est d'une importance 
notoire pour des multiples activités. L”auteur, aprés quelques reflexions initiales, exposées dans le Prologue, 
developpe la solution trouvée á Paide de considérations faites en tenant compte exclusivement des erreurs 
accidentelles des mesures des cótés et des angles qui forment le périmétre. Il le fait en se servant des erreurs 
relatives et non des erreurs absolues, pour obtenir finalement a partir de celles-1á et de la valeur connue de la 
surface polygonale, la mesure de celles-ci, II  ajoute quelques exemples numeriques, typiques de lPapplication 
des formules obtenues, et il fait quelques considérations finales qui mettent en evidence la necessité de pieter 
une plus grande attention á la mensuration des cótés qu'á celle des angles et qui révélent, en outre, les : résultats 
auxquels on pourrait arriver si les cótés se mésuraient en utilisant les modernes distanciométres électroptiques. 


(*) Facultad de Ingeniería — Universidad de Buenos Aires. 
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1 —- PALABRAS PRELIMINARES 


La consideración detallada y la solución general de este problema —hasta el presen- 
te no lograda— es de singular importancia en múltiples y variadas cuestiones tecnológicas, pero 
muy especialmente en Topografía, Geodesia y Agrimensura, actividad esta última que exige impe- 
riosamente en numerosas ocasiones conocer con certeza la aproximación con que se obtiene la 
medida del área de un predio, cuestión ésta origen de derivaciones geométricas, legales y económi- 
cas que en muchos casos por falta de información concreta y fidedigna sobre el particular, ha 
producido discrepancias irreductibles comienzo, a su vez, de interminables y onerosas gestiones 
que, en definitiva, no han podido llegar a buen fin por no contarse con normas técnicas adecuadas 
para ello. 

Y es muy llamativo que en diversas y calificadas obras, entre las que se encuentran algunas 
muy renombradas, tema de tantas proyecciones ni siquiera aparece; y que si por excepción en otras 
llega a abordarse, se encuentra tratado con buena voluntad, sí, pero con manifiesto desacierto, 
restándosele además —sin justificación aceptable— importancia práctica, todo lo cual conduce a 
conclusiones truncas, carentes de generalidad y de sentido, cuya utilización resulta poco menos 
que imposible cuando no desprovista por completo de validez efectiva. 

Cabe puntualizar aquí que hasta el presente la única manera un tanto difundida de calcular 
errores superficiales AS consiste en rebuscada transformación del polígono propuesto en rectángu- 
lo de área equivalente, cuya variación se obtiene en base a ciertos principios pueriles, incompletos, 
para adjudicársela sin más, como propia, al polígono en cuestión; completando esta lamentable 
solución con el valor que proporcionan tres fórmulas semi-empíricas de coeficientes arbitrarios, 
variables a voluntad de quien las emplea según su experiencia y necesidades, obteniéndose de 
esta manera, desatinadamente, la información buscada que resulta prácticamente inútil —por no 
calificarla de absurda— desprovista del debido fundamento racional, y sin la menor alusión a la 
influencia que las variaciones angulares pueden tener en la fluctuación de la superficie poligonal 
propuesta. 


Quienes en conocimiento de lo que dejo señalado se han animado a enfrentar el tema con 
buen ánimo y disposición, no han sospechado de primera intención que siendo su enunciado tan 
sencillo —digamos, de inocente apariencia—; que no obstante contar para encararlo con teoría tan 


conocida y ampliamente desarrollada como es la de los Errores de Medición; tras repetidos inten- 
tos malogrados se les vaya escapando la solución buscada y tropiecen una y otra vez contra casos 
particulares del planteo que se va tornando así singularmente complejo. 

Es la múltiple variedad de características que pueden ocultarse bajo una frase simple que 
las comprende a todas lo que desconcierta y desalienta al que lo estudia con empeño, llevándole fi- 
nalmente a darse por vencido tras cumplir promisoria labor. Piénsese que al establecer: “precisión 
alcanzable en la medida de la superficie de un polígono”, tal proposición, como ya he dicho, los 
incluye a todos, sean regulares o irregulares; desde los que solo tienen tres lados hasta los que están 
integrados por un número tan grande como se desee, y que en este último caso, si además son irre- 
gulares, las diferencias de longitud entre todos sus lados —grandes, pequeñas o medianas— dan 
lugar a todas las combinaciones imaginables, con perímetros convexos o cóncavo-convexos; a las 
más variadas relaciones entre la longitud de cada perímetro y la superficie que queda encerrada 
dentro del mismo —desde casi cero hasta la máxima con él compatible—; y que por otra parte, 
los perímetros tanto se presentan de muchos lados cortos como de pocos y largos, o bien con las 
más cambiantes combinaciones de ambos que pueden imaginarse sin esfuerzo. Y a todo ello agré- 
guese el efecto de los ángulos que los unen: agudos, rectos, llanos u obtusos, que van apareciendo 
alternadamente en cuanta caprichosa secuencia puede concebirse. 

Ese, ése es el panorama que se presenta para resolver la cuestión cuando uno se va adentrando 
en ella, y eso es lo que produce desconcierto y desaliento que lleva a reiniciar la tarea una y otra 
vez mientras el ánimo no se doblegue ante la solución que no llega. 
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Naturalmente, el que esto escribe no ha sido excepción en proceso tan acuciante como ago- 
tador; pero justo es expresar aquí que si bien la tarea fue durante largo tiempo insistentemente 
reiniciada, una afortunada coincidencia, emergente de la consideración de otro problema ajeno a la 


cuestión, puso ante su mente un sendero insospechado del que surgió poco a poco la base necesa- 

ria para alcanzar la solución anhelada. 

Y por eso hoy puede exponer en lo que sigue el desarrollo que conduce a expresarse con firmeza 

en estos términos, hasta ahora desconocidos: 

a) Para que la superficie S de un polígono cualquiera pueda obtenerse con error no mayor de 
AS, deberán medirse sus n lados perimetrales l; con error que no exceda de Al,, y los n 
ángulos 0, por ellos formados con indecisión que no supere a AO; 


O, recíprocamente: 


b) Si los n lados y n ángulos perimetrales l, y 0¡, de un polígono cualquiera de su - 
perficie S se han medido con aproximación Al; y AÓ0, respectivamente, la superficie S resul- 
tante quedará afectada por indeterminación inferior a AS. 


Teniendo presente que para obtener la superficie de una legua cuadrada (2500 ha) 
con la razonable aproximación del 20/00 (dos por mil) —que son 5 ha en las 2500— es suficiente, 
como se comprobará con el texto de este trabajo, medir los lados de 5 kilómetros con error 
accidental menor de 5 metros (hasta'70 centímetros.deerror en una.cintadade 100 metros) y los 
cuatro ángulos con error no mayor de 1” (un minuto sexagesimal), parecería evidente que tal he- 
cho permite comprender claramente que los precedentes enunciados a) y b), por sobre toda 
otra consideración, constituyen arma insustituible y eficiente que permitirá nada menos que regu- 
lar en forma atinada esfuerzos operativos y moderar drásticamente gastos que llegan a ser 
excesivos. 

No es difícil en la actualidad poder confrontar leguas cuadradas, medidas perimetralmente 

para determinar su superficie, cuyas Operaciones se han cumplido exagerando indiscriminadamen- 
te aproximación en las mediciones tanto lineales como angulares —unos 20 centímetros de error 
en los lados de 5 kilómetros— (o sea 3 centímetros en' cintada de 100 metros) y 20” (veinte 
segundos sexagesimales) también de error en cada uno de los cuatro ángulos, para alcanzar así, 
sin saberlo, completamente a ciegas, una precisión enorme: tan solo un insignificante 0,1 %o0 
(una décima de 1 por mil o sea 1/10000), que se traduce en mísero error absoluto de unos 2500 
metros cuadrados frente a los 25 millones que integran la legua. Todo ello excesivo, absolutamente 
innecesario y, además, a costa de labor prolongada y trabajosa, origen del consiguiente aumento 
sustancial de gastos que así se habrán multiplicado indebidamente. 
Pues bien, estas son algunas de las conclusiones en que fructifica mi modesta contribución al tema 
cuyas variadas e importantes derivaciones no escapan al conocimiento de docentes, profesionales 
y técnicos, abrigando la creencia de haberles proporcionado con ella un recurso efectivo y general 
que dará fin a la imposibilidad existente de conocer límites ciertos de error en el valor de la super- 
ficie encerrada por un polígono cualquiera atendiendo a la precisión con que, a tal efecto, se 
han medido directa o indirectamente sus lados y ángulos perimetrales. 

Creo, desde luego, que como todo producto humano éste es perfectible y, por ello, mucho 
apreciaré que otros interesados en problema tan útil y atrayente me honren con su atención para 
llegar a mejorar esta primera solución racional del mismo. 

Y con este deseo más mi gratitud anticipada, pase el lector a interiorizarse de lo que aquí 
le ofrezco y someto a su ilustrada consideración. 


Agradezco muy expresivamente al Dr. Félix Cernuschi sus valiosos comentarios sobre el 
presente trabajo, que me han permitido aumentar su claridad y el rigor de algunos puntos del 


36 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA 


mismo, y al Ing. Pedro F. Capelli y Profesores Oscar R. Mingo y Roberto E. Darín por su 
revisación del original y consecuentes útiles indicaciones que han contribuido también al mejo- 
ramiento general del texto. 


2 — DETERMINACION DE LA PRECISION ALCANZABLE 


Comencemos dejando expresamente aclarado que el estudio que sigue es válido, sin excep- 
ción, para cualquier polígono al que se desee hacer esta determinación, con la condición única de 
que se conozcan las medidas de todos sus lados y ángulos perimetrales obtenidas directa o indirec- 
tamente por el procedimiento operativo que se haya considerado más conveniente al fin propues- 
to, acompañadas de los respectivos errores absolutos o relativos que las afecte, según corresponda, 
haciéndose presente que tales erftores deberán ser exclusivamente los de carácter accidental, y que 
los de carácter sistemático o no existen o han sido eliminados en razón de conocerse su monto y 
la ley que los rige. 

Hecha esta advertencia recordemos que si se conocen las coordenadas planas rectangulares 
Xiy¡ de un conjunto de puntos V, ,V,,... V,, referidas a un sistema cualquiera, la Geometría 
Analítica establece que el área S del polígono P (V;,, Va,...V,,) del que los mismos son sus vér- 
tices perimetrales, se obtiene con el siguiente algoritmo: 


l a 1 5n 
S an 2 Gi + X310 VU ¡+1 — yi)= 2 2 (Yi + Yi+1) (+1 — Xi) 
o bien con este otro debido a Gauss: 
o A l 2 MA a 
5. Dn 2 Ma Yuri a Xi (Yi+1 — Yi1)= > Z Yi + 1 7X-1) 
y que el número $ así logrado es una invariante del conjunto puntual V,, Va,... V,, y por 


tanto, independiente del sistema O (X, Y) al que los puntos están referidos. 

En otras palabras, el valor del área S del polígono P (V, ,Va,...Vn) cuyos elementos perimetrales 
son Vi Vi+1 =|l y Ú, = GQ, depende exclusivamente de los números x¡y¡, coordenadas planas 
rectangulares de sus vértices Vj. 

Mas estas coordenadas, a su vez, son producto de las mediciones realizadas para conocer los 
lados 1; y ángulos 6, de su perímetro, y de estas mediciones surgen los errores absolutos Al; y 
A0;¡. Tenemos, pués, que encontrar las relaciones que existen entre ellos y el error absoluto Es 
(o AS) que los mismos originan en S ya que Es (o AS) está integrado por la suma del efecto que 
sobre él producen los errores absolutos E y ES; el primero consecuencia de todos los Al; de cada 
uno de los lados 1; y el segundo debido al conjunto de los A6; de cada uno de los ángulos 0,. 


Atendiendo al carácter accidental de tales errores, se tiene: 


coa (1) 
Es =+ Y (Es Y +(ESY 
la que dividida por S da, para el error relativo: 
Es =+ Y (EY +(6) (2) 


Si conseguimos establecer normas que, para cualquier polígono, proporcionen los valores 
El y ES (o los el y e2) el problema que nos ocupa quedará resuelto en forma general y completa. 
Pero corresponde destacar al respecto que del estudio previo realizado para encarar el tratamiento 
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del mismo, se ha llegado a la conclusión de que a fin de reducir la extensión de los razonamientos 
inherentes, es muy conveneinte valerse de los errores relativos que entran en juego, y obtener así 
el error relativo €s y de éste el absoluto Es = €gxS. 

Finalmente, obsérvese que S, como ya se ha dicho más arriba, es una invariante del conjunto 
Vi, V3,.. - Va dado por sus coordenadas x¡y;¡. Por tanto, el error AS también será una invariante 
del conjunto ya que AS = f(Al,*A0;) es función, exclusivamente, de los errores lineales y de los 
errores angulares del perímetro pues los mismos han incidido en el valor definitivo obtenido para 
las xy, como coordenadas a utilizar en el cálculo de $. 


Por tanto, para encontrar las relaciones generales que se buscan, puede elegirse un polígono 
cualquiera y referirlo al sistema rectangular O(X, Y) que más convenga para facilitar las deduccio- 
nes necesarias puesto que las conclusiones finales vincularán, con independencia del procedimiento 
y polígono utilizados, en forma genérica y directa, el error relativo superficial €s con el lineal de 
los 1, y el angular de los 0,, lados y ángulos perimetrales, respectivamente. 


Teniendo presente que los algoritmos precedentemente recordados se han establecido consi- 
derando a la superficie S del polígono P como suma de las superficies Sr; de n trapecios que la 
integran, cada uno de ellos generado por un lado 1; y delimitado (fig. 1) por 1;; su proyección AY 
sobre el eje de las Y; y las abscisas x; y X¡+ , , de los vértices V;, Vi, , . (); es manifiestamente ade 
cuado analizar cual puede ser el error relativo €s de la superficie S del polígono dado, en función 


de la suma de los errores relativos €r Ep, , . . . €r, de las superficies Sy, de los trapecios suman- 
n 3 
dos T;¡, problema éste que genéricamente planteo asi: 
A : AS; 1 ASn 1 
Dados los errores relativos Eg, = 3% % 377 +++ ép=7 = de n superfi- 
“cies S¡,S2, . . . Sp, establecer el error relativo Es; +2 +...+ n de la superficie S =-S¡ + Sy 
+... +8,, que es suma de las n dadas”. (:) 


Partiendo del simple caso de dos superficies sumandos S, y Sz, puede escribirse: 


1 1 
E SS 

AS Sd e 

1 OS. ES, S, +8, 


1 
expresión que proporciona la solución buscada, la cual para —— + y, en particular, su- 


1 
As, As, 


poniendo As, > As, será y por lo tanto, 


1 1 
As, As, 
AL (S1 +82) a 1 
Ass (S1+S2) As, 


(3) 


Es 1 +2 < 


Ello, como fácilmente se extiende a un número n de superficies sumandos, nos lleva a la 
siguiente afirmación, de particular importancia para nuestro objeto: 


() También podría tomarse el lado 1;, su proyección AX sobre el eje de las X y las ordenadas y; e Yi+ 1 de los 
vértices Vi, Vi+ 1- 
A pa 


2 m 1 Ñ 
() Recuérdese que el error relativo em = —— =——=- de la medida m de una magnitud, obtenida con error 
m Am 


absoluto Am, está caracterizado por el número Am, que por eso se denomina “módulo de precisión”, el 
cual es tanto mayor cuanto mayor es la precisión obtenida, o sea, cuanto menor es 4m y, por lo tanto Ep. 


38 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA 


“El error relativo €s de la superficie S de un polígono, obtenida por suma S, + S, + 
“+... + Sp, de n superficies sumandos S, ,S,,...S,, es igual o menor que el mayor de los erro- 
res relativos que afecte a cualquiera de estas”. | 

Y de aquí el siguiente importantísimo corolario: 


“Si el error relativo superficial fuera en todos los sumandos igual a €g., la superficie S, 
“suma de los mismos, tendrá error relativo no mayor que Egy.” 
el cual nos conduce directamente nada menos que a la solución de nuestro problema. 


En efecto, si S. es la superficie de uno de los trapecios ("') integrantes de S, y Egr el 
error absoluto superficial del mismo, es evidente que tal error será el resultado de la incidencia 
de Est y Eg'r, errores éstos producidos por la variación Al, de la longitud del lado 1;, generador 
del trapecio, y la variación Aa: de la orientación ay del mismo (- ), los cuales por ser accidentales, 
nos llevan a: 


Esr = + Y (Esp Y + (Esf Y para los errores absolutos 
y también a: 


7 


EsrT 


E Y (Esp? + (es) para los errores relativos, 


Nos disponemos ahora a hallar los valores de ES y Es, con lo que daremos fin a nuestro 
cometido. 


Valiéndonos de la figura 1, deducimos: 


1 1 
7 7 Pu + xi JOY = > (xi + AX) AY = 


1 1 
=x¡AY + 5 AX + AY = x5 li sena + sen a cos a (4) 


O sea: Sr =Sa + Srr 


Y según lo que se deja dicho más arriba, el error relativo €l- del trapecio, debido a la 
variación del lado l;, será menor que el mayor de los errores relativos €3p y €S—p del rectángulo 
y del triángulo que lo integran, respectivamente, los cuales valen: 


RA o > a ll (E) 


ESmp = Eax + Eny = 26 


(*) En casos límite los trapecios pueden ser triángulos rectángulos (x; = 0) o rectángulos (AX = 0). 


AO 
(.) Nótese que entre 4 9 y Ax existe la relación — =wyW2 ya que dos direcciones: A ¡.¡ y A¿ forman el 
As 


ángulo 0; y, por tanto: 46 = At y 2 


(2) Se recuerda que para incrementos infinitesimales, el error relativo ey de un producto P = f; * fo , es igual 
a la suma ef] + ef) de los errores relativos de los factores fy y fa. 
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FIGURA 1 


siendo por tanto ESTE > Esa y, en consecuencia el error relativo de cada trapecio no será 
mayor que 2 €;. 

Luego si todos los lados 1; del polígono dado estuvieran afectados por un mismo error 
relativo €, , todos los trapecios también tendrán un mismo error relativo ES igual o menor que 
26, originado en la variación A y de los lados l;, y el error relativo € de la superficie S del polígono 
dado, producido por el error de medición de la longitud de los lados, será 


Es < 26, (5) 


Según esto puede enunciarse: 
a) “Si se mide la longitud de todos los lados 1; perimetrales de un polígono dado con error 


“relativo no mayor que €, = , la superficie S de dicho polígono resultará con error 


1 
A 
“relativo debido a la precisión A; de dichos lados expresado por €g < 2 x ny 

1 


a”) “Para que el error relativo eg de la superficie S del polígono, debido a la influencia de la 


: : l OS 
“variación lineal de los lados perimetrales l, no sea mayor que cierto valor e será sufi- 


“ciente medir la longitud de dichos lados con error relativo igual o menor que NES o 
S 
o bien, si se hubieran medido los lados 1; con errores €;¡, todos diferentes: “que el error 
1 
relativo del lado peor medido no sobrepase de MN Ñ 
Ss 


Pasemos ahora a establecer el valor €gz debido a la variación Ax de la orientaciónxx del 
lado 1;, generador del trapecio T;. Tal valor es de simple obtención pues de la figura 1 resulta in- 
mediatamente que la variación As. de la superficie del trapecio tiene por expresión: 

1 


An 
a. AI: 
A 


(6) 
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lo cual conduce directamente al error relativo buscado que es: 


As 
So (7) 
Sr. 2 Sm, 


1 


Llegado a este punto y atendiendo a lo an dice el corolario de la pág. 38, corresponde esta- 
blecer —a semejanza de lo que se hizo para €¿— cual es el valor máximo de Sp; Pero sucede 
aquí que, adoptado un cierto valor Ax, igual para todos los trapecios, ES, varía con el cuadrado 
de 1; y con 2Sy;. Respecto de lí no habría dificultad para conocer su máximo ya que corresponde, 
al lado 1; más largo del perímetro; pero en lo tocante a 2S—;, es imposible poder llegar a saber de 
antemano cual va a ser el trapecio T; de menor superficie pues esta depende de la orientación ot; de 
l; y de la longitud de x;, AX y AY, que para AY > O (a = O, a = 180) 2S-—¡ > O y ES, sería 
infinitamente grande. Esto obliga a tratar de determinar en forma directa el error relativo Es 
correspondiente a la superficie total S del polígono lo cual no es, afortunadamente, dificultoso y 
lleva a una expresión sumamente cómoda, como se apreciará a continuación. 


Pasando, pues, a conocer el es' del polígono dado cuya superficie S es suma de las Sy, de 
los trapecios T;, teniendo en cuenta la (6), recordando siempre el carácter accidental de los errores 
que estamos considerando, sería: 


e A 
AS <+ VZ dy | (8) 


la que para el error relativo es: 


Ao (9) 


== 
A d 

a E EN 
OS 


a 1 
Si a lo llamamos u —“Coeficiente de forma”— en razón de ser un número 
28 


característico para cada polígono, ya que, como se ve, es la relación entre la raíz cuadrada de la 
sumatoria de las cuartas potencias de sus lados 1; perimetrales y el duplo de la superficie total S 
del mismo, tendremos finalmente: 


es = pH Ao (10) 


en la que eg es, como deseábamos, el error relativo de toda la superficie S del polígono debido al 
efecto de la variación de la orientación de todos los lados del mismo; quedando con esta sencilla 
expresión terminada la parte deductiva de este estudio. 


Es oportuno hacer notar aquí que el valor de 1, según puede demostrarse, varía entre límites 
amplios: desde O hasta co, siendo 1 para un cuadrado y 2 para el triángulo equilátero; pero puede 
aceptarse que pu, prácticamente, estará comprendido entre: 


1 | 
a (11) 


Resumiendo, a continuación se da una nómina de las expresiones obtenidas: 
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E <24 (12) 
o 
Ei E EN (13) 
28 | 
Pz 
<= 1 
p 78 (14) 


que en el caso particular de ser todos los lados iguales, se transforma en: 


ES 


pM= + SO (14) 
Es = + V (6) + (esy (2) 
Es < + Y (Leg? + (Uy (15) 


< + E AOS 
AC Ca (15 


Es también conveniente reiterar en este lugar que Axes la variación de orientación de la di- 
recciónox¡ correspondiente a un solo lado de un ángulo 0; por lo que la variación AÓ de éste será: 
DAS 2. O sea: 


A0=14 M0 (16) 
Aa =0,7 AO (16) 


Con las precedentes expresiones se podrá calcular fácilmente el error AS de una superficie S 
cuyos lados 1; y ángulos 0, perimetrales se hayan medido con aproximación Aly AO  respectiva- 
mente; o bien, inversamente, determinar los valores Al y AB que se aceptarán para obtener $ con 
error AS prefijado. 


Y dicho esto, insisto nuevamente en el carácter absolutamente general de lo logrado, pues, si 
bien en el razonamiento seguido la obtención del érea se ha apoyado en suma de superficies de 
trapecios, los valores €s, U y €S sólo dependen de €, , 1, Ax y S, y por tal razón son válidos para 
toda determinación de área, con la única exigencia de conocer, según quedó expresado más arriba, 
la medida de todos los lados l; con sus errores Al; así como los A6 de los ángulos 0;. 


3 — APLICACIONES Y COMENTARIOS 


Unos ejemplos numéricos permitirán afirmar los conceptos expuestos poniendo, además, 
en evidencia la fácil utilización de las sencillas fórmulas que preceden. 


Comencemos con la legua cuadrada a que se hizo referencia en las Palabras Preliminares del 
presente, y pongamos por tanto: 


1. a) Se trata de un predio cuadrado de lado 1 = 5 km, medido con error menor de 5 m, 
o sea €, < 1/1000, y ángulos 6 = 90” medidos con error de 1” (un minuto sexage- 
simal). Su superficie S = 2500 ha tendrá un error AS = Sx€g, y: 
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es <i VQa Y + (uña) 


Como para un cuadrado 4 = 1; y AXx= 0,7 A0 es en este caso Aq <= 40” es 1/5000 rd, 
tenemos: 


1? 1 
AN A 


2 
A A 
500 a A ñ 


b) Habiéndose medido 1 con error Al = 0,20 m, será €, = y como AO = 
25000 
1 


15000 
2 2 1 Z 1 


al 1 
25000 15000 10000 


= 20” (veinte segundos sexag.) hace Aa = 15” = rd. 


4 


Es vale: Es <ty ( 


2. Se desea obtener la superficie S de un polígono de 23 vértices, que mide 129,0048 ha, 
con error no mayor de 1 0/00 (uno por mil) que son 1290 m? . Determínese el error con 
que deberán medirse los 23 lados (con longitudes variables entre 38 y 907 metros) y 
los 23 ángulos que integran el perímetro. 


La sumatoria JE $ 1% vale 1.140.000 m?. 
1 


Para alcanzar el error relativo Eg = 00 pedido, es necesario que, por lo menos 


el y €S sean no mayores de 


1500 cada uno. Por tanto: 


1 1 
E = e é=uAa= 


A dia a 
1500 3000 A 


1 
= ——— rd 
+ 1500 
El valor de pi calculado según la (14) y los datos que preceden es: uu = 0,44 = 


] 
1500 * 


3 : 
3 uego 


Dies 10 


= US tanto AO = 7 
1500. 10. nó 


1 
Y la respuesta es: €, = 3000 ; A9 = 7 con lo que el error €, como se deseaba, será 


1 
e AL O 
1000 > (0,01 m < Al; < 0,30 m, según sea 1;) 


3. Polígono de 9 lados. Longitud de los mismos entre 2 km y 5 km. Superficie S = 2000 ha. 
Indicar con que aproximación deberán medirse los lados 1; y los ángulos 0, para que AS 


9 
no sea mayor que 1 ha (jina hectárea). €, = La sumatoria 2 1% y y valen res- 


1 
2000" 
pectivamente 35 km? y 0,85. 


LE 1 DN ) 
Fijemos €, = 5000” con lo que bastará nacer: ES = pAa = ; y por tanto: 


1 
10000 
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1 
Noa = d = Se = 99 = 5) 
5300 ri = 25” y AO = 14 x 25” = 35 
Pa : do rca e 
SM 00 10000 00 as: 


Las exigencias a cumplir son, evidentemente moderadas: 0,4 m < Al, < 1 m (según el 
largode 1;); AO = 35” 


4 Un polígono regular de n = 10 lados de 5 cm, cada uno se mide con error Al; de 0,05 mm 
(media décima de milímetro) y los ángulos 0, = 144? con aproximación de 3” (tres 
minutos sexagesimales). Se trata de establecer el error de su superficie S = 19230 mm?.. 


Los datos son: 1 = 50 mm. Al= 0,05 mm; €, = : - AO = 3 


10005500 
= z = = 30 E = 0,2 = e 
A A O 


2.500 Y 10 mm? 
La ecuación (14”) nos da y = === — = 0,21 y la (15): 


38.460 mm? 
í EE 1 
mi 2 2 => 2 dl 
És Gu? * Go? 500 
2 
Finalmente: SE A = 38 mm? 


Es de interés en este caso deducir, en función de 1 y de n el valor de u dado por la expresión 
(14”). Como el área de un polígono regular de n lados 1 en función de ambos es: 
n ? 


SS A EA 
4 tg 


el valor de (14”) resulta de dividir 1% Y n por el doble de (17) lo que da: 
1807 


2 tg 


u= 
Vn 

Esta pone en evidencia que para el límite n > eo (circunferencia) es 4 = O, en cuyo Caso desapa- 
rece en el error del círculo la influencia de la precisión en la medida de ángulos perimetrales 
cuyo valor es entonces también cero. 

Fácilmente se demuestra que en él, € = 2€,, es decir, que el error relativo del área del círculo 
—como en los polígonos— es el doble del error relativo con que se mide la longitud del perímetro 
que lo limita (circunferencia). 


5. A título de información complementaria se hace breve referencia a un caso particular 
de determinación del área S de un polígono cualquiera, caso que se conoce con el nom- 
bre de “descomposición en triángulos”. El mismo consiste en subdividir el polígono 
propuesto en t triángulos formados por lados perimetrales y rectas que unen vértices no 
consecutivos de aquél, 


Así, calculando la superficie de tales triángulos, la del polígono se obtiene como suma de 
las de todos ellos. En este caso el error relativo Es de la superficie S del polígono será, como ya 
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se ha visto, menor que el error relativo superficial de aquel triángulo que lo que tenga mayor que 
todos los demás. | 

Entonces, lo necesario para resolver el problema está en saber cuanto valdrá el error relativo 
superficial €s, de los triángulos, cuya área se calcula por uno de los dos procedimientos si- 
guientes: 


1) Conociendo el largo de dos lados y el valor del ángulo y entre ellos comprendido; o bien: 


2) Conociendo el largo de los tres lados. 


Sin entrar en el detalle de demostraciones, se puede afirmar en base a ellas: 


DN 
En el caso 1) €s, <+ ed Q ey + ES siendo y el valor del precitado ángu- 
87 lo y Ay el error absoluto de su medi 
e A(seny)_ Ay 
sen Y tg y 
En el caso 2) €s, < 2 €j 


Con lo que se confirma la conveniencia de tener siempre presente que, básicamente, los 
1 
lados han de medirse con error relativo €, < ==. 
2% 

Como comentario final parece del caso decir al terminar que los valores de Es conviene fi- 
jarlos siempre manifiestamente menores que el de eg = 2€, a fin de que la influencia sobre Es 
de la aproximación en la medida de los ángulos sea mucho menor que la de €¿ y así gravite en el 
resultado €s el error relativo de la medida de los lados 1l;, y quede muy por debajo de ella la 
influencia de € que refleja el efecto de la aproximación en la medida de los ánguios 0,. 


1 1 
Si con tal criterio hacemos es = — €s = — €1 la fórmula (15) se transforma en: 


10 5 
E 2 1 ES 2 1 pst 
Es = 1 y (Qe) Ss o €) = iy (Q€;) [1 + 300. ] = 2,01 €, o sea Es — 26. 
Adoptando esto entonces, para H entre los límites (11), se obtiene: 
: <Ú. L 
5 A 
1 ol 1 1 1 
A A 
o 1000. 000. 1000 10000 
3% > AD. 5 30% 
2 1 1 1 
Sit, = — = == — >> ——— 
O OE O 5000 


10' 005 > 208 


Estas desigualdades son sumamente importantes pues ponen de manifiesto que, aún cuando 
se desee que la influencia de la variación angular € en el valor €s de la superficie S sea mucho 
menor que la de la variación lineal el ,la medida de los ángulos 0; puede hacerse con aproximación 
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nada comprometida; y que si se acepta para la fluctuación de €s igual influencia de €s y ez, en- 
tonces sería todavía más cómoda la medición angular pues se obtendría 15 >AB> 130” = 90”, 
en correspondencia de los límites (11) establecidos para y. (Véase la tabla adjunta de valores A ). 


VALORES 
TE 
AO 


6! ES 2, Es (ED HES)? 53M Ge 


Sintetizando; en la mayoría de los casos la influencia del error angular €es' en el error €g es 

marcadamente menor que la influencia del error lineal €s ; éste es el que más debe preocupar cuan- 
1d . o. p . 1 . 

do se efectúa la medición perimetral, y recuérdese al respecto que alcanzar €g ==— exige que 


As 


€, = lo cual implica que los lados cortos del perímetro se midan con especial cuidado pues 


Jo 
2As 


un pequeño descuido en ellos puede malograr por completo el resultado previsto (p. ej. para 


1 
1000 2000 Y esto, en un lado de 10 metros de largo 


obliga a cometer un error absoluto en su medida no mayor de 5 milímetros). 


1 
obtener €s = ——— es necesario que €, < 


Queda sin embargo, hacer notar al respecto lo siguiente: actualmente, con el uso de dis- 
tanciómetros electrópticos se pueden medir longitudes, sin mayor esfuerzo, con error insignifi- 
cante; es normal que el error relativo de un lado perimetral así medido no sobrepase de 1/ 
100.000, con lo cual el = 2e, estará rondando el valor 1/50.000. Esta favorable circunstancia 
lleva a aseverar que tal importe del error lineal es absolutamente despreciable y que por ello el 
error en tales casos tendrá por expresión inesperada: 


Es =€E3 = MA Q 
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1 
Y así, si quiere obtenerse Eg = 3000 > que es una aproximación respetable, se tendrá 
que para los límites (11) de p: 
1 1 
Er pa E E E 
para para 
1 1 1 1 1 1 
Es = == Ai >da > —— Es = =— II >QA0 ===> 
; 5000 1000 10000 A 1000 | 200 5 2000 
Se > NOS. > 30% e os IA y pa E 


y que por tal motivo pueden medirse los ángulos con gran comodidad derivada de tan bajas exi- 
gencias lo cual pone prácticamente al operador en condiciones de utilizar para la medición angular 
instrumental de menor precisión y precio (teodolito brújula, sextantes y aún pantómetras) para 
cumplir satisfactoriamente su cometido al que podrá dar fin en tiempo moderado, disminuyendo 


sensiblemente los consiguientes gastos de campaña. 
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deberán señalar el problema planteado, la indicación de los procedimientos y 
procesos y las conclusiones a que se arribe, y hacer referencia sobre la precisión 
de los resultados, todo ello de manera sintética. 

. Los escritos. originales, destinados a la Dirección de ANALES, serán remitidos a la 
Administración de la Sociedad, Avenida Santa Fe 1145 (1059), Capital Federal, a 
efectos de registrar fecha de entrega y posterior envío al Director. 

. La publicación de los trabajos, una vez aceptados, estará sujeta a las posibilida - 
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